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Chapitre 1

Vocabulaire

1. Dénombrabilité

1.1. Ensembles dénombrables. Un ensemble D est dit dénombrable si ou
bien D = ¢, ou bien on peut énumérer les éléments de D comme les termes d’une
suite, i.e. écrire D = {xg,x1,22,...} = {zy; n € N}. Si D # ¢, il revient au méme de
dire qu'il existe une surjection s : N — D de N sur D (on prend alors x, := s(n)).

Exemple 1. Par définition, N est dénombrable.
Exemple 2. 7 est dénombrable car Z = {0,1,—1,2,—2,...}.

Remarque 1. Tout ensemble fini est dénombrable : si D = {aj,...,ayx}, on peut
écrire D = {CLl, ...,anN,aN,anN, . . }

Remarque 2. En fait, un ensemble D est dénombrable si et seulement si il est fini
ou en bijection avec N.

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout ensemble dénombrable infini D est en
bijection avec N. En écrivant D = {zg, 21, 2, ...}, on définit une bijection o : N — D
en posant 0(0) = z¢ et o(n) = ;) pour n > 1, ou i(n) est le plus petit entier
i > i(n — 1) tel que x; # x; pour tout j < ¢ (vérifier). O

Remarque 3. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Démonstration. Soit D’ une partie d’'un ensemble dénombrable D. Si D' = ¢,
il n’y a rien & démontrer; on suppose donc D’ # ¢ et on choisit un point a € D’.
Si D = {xg,x1,22,...}, on peut alors énumérer D' comme D’ = {z{,x],25,...}, ol
), =xpsixz,eD eta), =asixz,¢D. O

Remarque 4. Si on peut écrire D = {x;; i € I} avec un ensemble d’indices I
dénombrable, alors D est dénombrable.

Démonstration. C’est évident : comme [ est dénombrable, on peut écrire I =
{ig,i1,12,...}, et donc D = {z, 21,29, ...} OU 2z, := x;, . O

ProposITION 1.1. L’ensemble N x N est dénombrable.
Démonstration. On peut énumérer NxN en “serpentant” le long des anti-diagonales
A;:={(m,n); m+n=1i},ieN;
autrement dit, en écrivant
N x N = {(0,0), (1,0), (0,1),(0,2),(1,1),(2,0),(3,0),(2,1),...}.
O

COROLLAIRE 1.2. Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable : si
D1q,..., Dy sont dénombrables, alors Dy x --- x Dy aussi.

5



6 1. VOCABULAIRE

Démonstration. Par une récurrence instantanée, il suffit de traiter le cas NV = 2; et
ce cas découle immédiatement de la proposition puisque D x Dy s’énumere par N x N
si Dy et Dy sont dénombrables. O

COROLLAIRE 1.3. Q est dénombrable.
Démonstration. C’est clair puisque Q = {%; (p,q) € Z x N*}. g

COROLLAIRE 1.4. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable : si (A;)ier est une famille d’ensembles dénombrables indexée
par un ensemble I lui méme dénombrable, alors A = | J,c; Ai est dénombrable.

Démonstration. Pour tout i € I, on choisit une énumération de A; par N, disons
A; = {xjpn; ne N} Alors A = {z;,; (i,n) € [ x N}, donc A est dénombrable car I x N
lest. g

Exemple 3. R n’est pas dénombrable.

Démonstration. 11 existe de nombreuses preuves de ce fait essentiel. Voici une des
plus expéditives : si € R, alors R\{x} est un ouvert dense de R car R n’a pas de
point isolé ; par conséquent, si D = {x,; n € N} est une partie dénombrable de R, alors
R\D = (),cy R\{zn} est une intersection dénombrable d’ouverts denses, et est donc
encore dense dans R par le théoréme de Baire ; en particulier, R\D # (. O

Exemple 4. L’ensemble {0, 1}N de toutes les suites infinies de 0 et de 1 n’est pas
dénombrable.

Démonstration. Soit D = {x,; n € N} une partie dénombrable quelconque de
{0, 13N, 11 s’agit de montrer que D # {0, 1}, autrement dit de trouver z € {0, 1} qui
soit différent de tous les x,,. Si on écrit chaque z,, sous la forme
Ln = (l’n(O), l’n(l), In(2), oo ) )

il suffit de définir z = (z(0),x(1),x(2),...) de sorte que = differe de z,, sur la coor-
donnée d’indice n, pour tout n € N. Autrement dit, on pose pour tout n € N :

1 sizp(n) =0,
z(n) = {O si zp(n) = 1.

O

Remarque. Cette méthode de démonstration, diie & Cantor, s’appelle la méthode
de la diagonale. La raison est la suivante : si on écrit les suites xg,x1,... en ligne,
on obtient le tableau infini

La suite z = (x(0),z(1),2(2),...) de la preuve précédente est la suite obtenue en
changeant tous les 0 en 1 et tous les 1 en 0 dans la diagonale de ce tableau.

Exercice 1. Soit ¢ : {0, 1} — R I'application définie par

e}
a
ola) = Z pour o = (g, o, o, ... ) € {0, 1},

n

kel
3

n=0
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Montrer que si a # o, alors |p(a) — ()| = gt oit ng est le premier entier tel que
Qny # a;LO. Conclure que @ est injective, et en déduire une autre preuve du fait que R
n’est pas dénombrable.

Ezercice 2. Montrer que I’ensemble de tous les polynomes a coefficients rationnels
est dénombrable, et en déduire qu’il existe des nombres réels x qui ne sont racines
d’aucune équation P(z) = 0, ou P est un polynéme non nul & coefficients rationnels.
(De tels nombres x sont dits transcendants.)

1.2. Espaces métriques séparables. Un espace métrique 2 est dit séparable
8’1l existe un ensemble D < 2 a la fois dénombrable et dense dans 2. Par exemple, R
est séparable car Q est dense dans R; et R est séparable pour tout N > 1, car QN
est dense dans RY.

PROPOSITION 1.5. (propriété de Lindeldf)
Soit (2,d) un espace métrique séparable. Si (O;)ier est une famille d’ouverts de €,
alors il existe un ensemble dénombrable d’indices In < I tel que | J;er, Oi = Ujes Oi-

Démonstration. Soit D < € un ensemble dénombrable dense, et soit
A:={(z,n)e D xN* Jiel : B(z,1/n) < O;},

ou B(z,1/n) est la boule ouverte de centre z et de rayon 1/n.

Pour tout (z,n) € A, choisissons un indice i(z,n) € I tel que B(z,1/n) S O, n)-
Alors Iy := {i(z,n); (z,n) € A} est dénombrable car A ’est. On va voir que Iy convient.

Soit = € | J,o; Oi quelconque. Choisissons i € I tel que z € O; et 7 > 0 tel que
B(z,r) € O;. Soit également n € N* tel que 2/n < r. Comme D est dense dans €2, on
peut trouver z € D tel que d(z,z) < 1/n. Alors B(z,1/n) € B(x,2/n) par l'inégalité
triangulaire ; donc B(z,1/n) < B(z,r) < O;. Par définition de A, on voir donc que
(z,m) € A. Donc iy :=i(z,n) € Iy; et comme d(z,z) < 1/n,onax e B(z,1/n) < O;,.
Ainsi, pour tout x € | J,.; O;, on peut trouver ig € Iy tel que x € Oy. ]

COROLLAIRE 1.6. 5% Q1,...,Qn sont des espaces métriques séparables, alors tout
owvert de 0 := 1 x --- x Qn est réunion dénombrable de produits d’ouverts, i.c
d’ensembles de la forme O1 x --- x Oy, ou Oj est ouvert dans €2 pour j =1,..., N.

Démonstration. Soit O un ouvert de €). Pour tout « € O, on peut trouver un
produit d’ouverts O, tel que z € O, et O, < O. On a alors O = |J,.n O, d'ou le
résultat par la proposition appliquée a la famille (O,),ec0- O

COROLLAIRE 1.7. Tout ouvert de RN, N > 1 est réunion dénombrable de pavés
ouverts, c’est a dire d’ensembles de la forme P = 11 x -+ x Iy, ot Iy,...,In sont
des intervalles ouverts bornés de R.

Démonstration. Si © est un ouvert de RY alors, pour tout z € €, on peut trouver
un pavé ouvert P, tel que x € P, et P, < ; donc le résultat est a nouveau une
conséquence immédiate de la propriété de Lindelof. ]

Ezercice 1. Montrer qu’'un espace métrique est séparable si et seulement si il vérifie
la propriété suivante : pour tout € > 0, on peut trouver un ensemble dénombrable
D, < Q tel que Q@ =, p. B (z,¢). En déduire que tout espace métrique compact est
séparable.

Ezxercice 2. Montrer qu’un espace métrique est séparable si et seulement si il
possede la propriété de Lindelof.
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2. La “droite numérique achevée”

Par définition, la droite numérique achevée est 'ensemble R obtenu en rajoutant a
R deux points notés oo et —c0 :

R = {—0} UR U {0}.
2.1. Extension & R de ordre de R. On étend lordre usuel de R & R en
décrétant qu’on a
—0 < x < © pour tout z € R.

Les intervalles de R sont définis de maniere évidente. En particulier, on a
R =[~0,0].

L’intérét de cette extension de ’ordre est que maintenant tout ensemble non vide
A < R posséde une borne supérieure et une borne inférieure dans R. Pour un ensemble
(non vide) A € R, on a sup A < o si et seulement si A est majoré, et inf A > —o0 si
et seulement si A est minoré.

FExercice. Soit I < R. Montrer que I est un intervalle si et seulement si la propriété
suivante a lieu : pour tous u,v € I vérifiant u < v, on a |u,v[ < I.

2.2. Convergence des suites. On dit qu'une suite (xy,)neny d’éléments de R
converge dans R si

e ou bien z, € R & partir d’'un certain rang et (x,) converge dans R au sens
usuel ;

e ou bien z,, — o, ce qui s’écrit YA €]0,00[ ANV =N : z, > A;

e ou bien x,, > —0, ce qui s’écrit VA €]0,00[ IN Vn > N : z, < —A.
Ezercice. Soit (zp)nen S R et soit [ € R. Montrer que z,, — [ si et seulement si
VYa, B tels que a <l < f ona «a<ux,</p apartir d'un certain rang.

La preuve du théoreme suivant est laissée en exercice.

THEOREME 2.1. Toute suite croissante (x,) S R converge dans R wvers sa borne
supérieure, et tout suite décroissante converge vers sa borne inférieure.

Notons enfin que, comme pour les suites de nombres réels, les inégalités larges se
conservent a la limite : si x,, — [ et si x,, < § a partir d’un certain rang, alors [ < (3;
et de méme, si x,, — [ et si z,, = « a partir d’un certain rang, alors [ > a.

2.3. Topologie de R. Il est tres facile de définir une distance raisonnable sur R,
de la fagon suivante. Soit ¢ : R — | —a, a[ une bijection continue strictement croissante
de R sur un intervalle ouvert borné | — a,a[ < R. (Par exemple, on peut prendre
#(x) = arctan(z) et a = 7/2.) On prolonge ¢ en une bijection de R sur [—a,a] en
posant ¢(0) = a et ¢(—0) = —a; et pour x,y € R, on pose alors

dg(z,y) :=[¢(y) — p(x)].

LEMME 2.2. Si ¢ : R — ] —a,a[ est une bijection continue strictement croissante,
alors dg est une distance sur R et les suites convergentes pour dg sont les suites conver-
gentes au sens défini plus haut.
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Démonstration. Le fait que dy soit une distance est un exercice facile, qui utilise
uniquement le fait que la fonction ¢ est injective.

Soit (z,,) < R convergeant vers [ € R au sens de la section précédente. Sil € R, alors
xn — | au sens usuel, donc ¢(z,,) — ¢(1) par continuité de ¢, et donc dg(xy,l) — 0. Si

l = o0, alors ¢(x,) — a et donc dy(zp,0) = |¢(x,) —a] — 0; et de méme si [ = —o0.
Inversement, si (z,) < R converge vers [ au sens de dy, on montre que x,, — [ au
sens de la section précédente en utilisant la continuité de ¢~ . O

Dans la suite, on munit R de la topologie définie par n’importe quelle distance com-
patible avec la convergence des suites (i.e. vérifiant la conclusion du lemme précédent).

THEOREME 2.3. L’espace R est compact.

Démonstration. Soit (z,,) une suite quelconque d’éléments de R. Alors ou bien (z;,)
admet une sous-suite qui tend vers oo, ou bien (z,,) admet une sous-suite qui tend vers
—0, ou bien z,, € R & partir d'un certain rang ng et la suite (2,)n>n, est bornée,
auquel cas (z,) posséde une sous-suite convergente d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass. Dans tous les cas, (z,,) admet une sous-suite qui converge dans R. O

_ Ezercice. Montrer que si A est une partie de R, alors sup A et inf A appartiennent
a A, adhérence de A dans R.

2.4. Limites supérieures et limites inférieures. Si (z,),cn est une suite
d’éléments de R, on note lim x,, et lim z,, les éléments de R définis par
limz, := inf sup x, et limxz,, = sup inf x, .
meN p>m meN n=m

On dit que lim z,, est la limite supérieure de la suite (z,), et que lim z,, est sa
limite inférieure. Cette terminologie sera expliquée par le lemme 2.4 ci-apres.

Remarque 1. Supposons que (z,,) soit une suite de nombres réels. On voit facilement
qu'on a limx,, < o0 si et seulement si la suite (x,,) est majorée par un nombre réel, et
qu’ on a et limx,, > —o0 si et seulement si (z,,) est minorée. Par conséquent, lim x,, et
lim z,, appartiennent tous les deux a R si et seulement si la suite (z,,) est bornée.

Remarque 2. On a toujours lim z,, < limx,.

Démonstration. Si on pose Ly, := sup,>,, Tn €t by, := inf,,>,, x,, alors L,, décroit
vers lim x,, et [, croit vers [ := limz,. D’ou le résultat puisque [, < L,, pour tout
m € N. ]

LEMME 2.4. Si (xy)nen est une suite d’éléments de R, alors limz,, et limz,, sont
des valeurs d’adhérence de an) dans R. Plus précisément, L est la plus grande valeur
d’adhérence de (x,) dans R, et limx,, est la plus petite valeur d’adhérence de (x;,)
dans R.

Démonstration. Rappelons d’abord le fait général suivant.

FAIT. Si (z,) est une suite dans un espace métrique K, alors I’ensemble des valeurs
d’adhérence de (z,,) est égal a

ﬂ{zn; n=k}.

keN
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Maintenant, posons L := lim x,, et [ := lim x,,. Posons également L,, := SUD>m Tn
et Ly, = inf,>p xp. Alors L, — L et 1, — [.

Si ke N, on a pour tout m = k : Ly, € {x,; n=>m} € {x,; n > k}. En faisant
tendre m vers l'infini, on en déduit que L = lim L,,, appartient a {z,; n > k} pour tout
k € N, et donc que L est une valeur d’adhérence de (z,,) d’apres le Fait. De méme, [
est une valeur d’adhérence de (z,,).

Soit maintenant a une valeur d’adhérence quelconque de (z,,) dans R, et soit (ny)
une suite strictement croissante d’entiers telle que z,, — a. Si m € N* est fixé, alors
ng = m pour k assez grand, et donc x,, < Ly, = sup,,>,, Tn. En faisant tendre k vers
Iinfini, on obtient a < L,, pour tout m € N, et donc a < inf,, L,,, = L. On montre
de méme que a = [. Ainsi | < a < L pour toute valeur d’adhérence a de (z,,), ce qui
prouve la deuxieme partie du lemme. ]

COROLLAIRE 2.5. Une suite (z,,) € R converge dans R si et seulement si lim z,, =
lim 2,

Démonstration. Comme R est compact, la suite (z,) converge si et seulement si
elle a exactement une valeur d’adhérence dans R, i.e limz, = lim z,,. O

Ezercice 1. Montrer que les inégalités larges sont préservées par “passage a la
limsup” et “passage a la liminf”.

FEzercice 2. Montrer que si (ay) et (b,) sont deux suites bornés de nombres réels,
alors
lim a,, + limb,, < lim (a,, + b,) < lima,, + limb, < lim (a, + b,) < lima, + limb, .
En déduire que si la suite (a,) est convergente, alors
lim (a, + b,) = lima, +limb, et lim(a, +b,) =lima, + limb, .

Ezercice 3. Soit (xy) une suite bornée de nombres réels, et soit a € [0,1[. On
suppose que Z, + axg, — 1 quand n — oo0. Montrer que si on pose [ := limz, et
L :=limx,, alors [ + oL > 1 > L + «l; puis montrer que (x,) converge et trouver sa
limite.

2.5. Extension des opérations de R a R. 1l n’est pas difficile d’étendre 1’ad-
dition et la multiplication de R & R, en faisant tout de méme un peu attention.

Pour 'addition, on adopte les conventions suivantes :
a+0=00+a=0 siaeR U {w},
a+(—0)=-0=-w+a siae Ru{—ow}.
Comme il est naturel :
0+ (—0) et —00+ 0 ne sont pas définis .

Pour la multiplication, on convient évidemment que

axmw=0=0xa et ax(—0w0)=—-0=(-0)xa sia>0,

axw=—-w=0w0xa et ax(—w)=00=(-w0)xa sia<0.
Enfin, et on verra que ceci est particuliérement important, on convient que

Oxow=0=0wx0.

Ezercice 1. Montrer que l'addition est continue sur [0, 0] x [0,00], mais que la
multiplication n’est pas continue.
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Ezercice 2. Montrer que si (x,,) est une suite d’éléments de R, alors
lim (—z,) = —limx, et lim(—z,)=—limz,.

FEzercice 3. Montrer que (ap) et (b,) sont deux suites minorées d’éléments de
| — 00,00] ou bien deux suites majorées d’éléments de [—o0, 0|, alors lim (@, + bn) <
lim a,, + limb,, < lim (a, + by,).

3. Somme d’une famille de nombres positifs

Dans cette section et dans tous les chapitres suivants, on appellera nombre positif
tout élément de [0, oo].

3.1. Somme d’une série. Si (x;);en est une suite de nombres positifs, on pose

o0 n
Z r; ;= lim Z T;
n— 00 4
=0 =0
Cette définition a un sens car la suite des sommes partielles S, := >/ jz; est

croissante, donc admet une limite dans [0, co].

Si les z; sont des nombres réels positifs, alors
oe}

Z x; < 0 <= la série Y, x; converge au sens usuel.
i=0

3.2. Somme d’une famille quelconque. Si (z;);c; est une famille de nombres
positifs indexée par un ensemble I # & quelconque, on pose

Zwi = sup{Exi; Fcrol, Fﬁni}.

1€l €l
I s’agit d’un nombre positif bien défini, car tout ensemble non vide A < [0, 0]
possede une borne supérieure dans [0, oo].

o0 T
EXEMPLE. Si] =N, alors > x; = ), z; = lim )] z;.
ieN i=0 n—=90 =0

Démonstration. Pour tout n € N,ona 302 = Yic10,, Ti < 2jen %5 par définition
de Y,y 2i; done 2072 @i = limy o0 Dyt o @ < D;c; T4 Inversement, tout ensemble fini
F < N est contenu dans [0,n] pour un certain n, donc Y, i < D qTi < Do Ti;
d’olt Yy @i < D2 x; en prenant le “sup en F7. O

Ezercice 1. Montrer que si o : I — I est une permutation de I, i.e. une bijection
de I sur I, alors D ; To(s) = Dier Ti-

Ezercice 2. Montrer que si A et B sont deux parties de I telles que A n B = (¥,
alors ZieAuB Ty = ZieA x; + ZiEB Li-
Le lemme suivant semble évident, mais demande quand méme une preuve.

LEMME 3.1. (additivité)
Si (zi)ier et (yi)ier sont deux familles de nombres positifs indexées par le méme en-

semble I, alors Y ;(xi + yi) = Dlics Ti + ey Yi-
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Démonstration. On a pour tout ensemble fini ' < [ :
Z(l’rﬂ/z) = ZIL‘H-Z% <Zl‘z‘+2yi§
el el el el el

d'ott Y (@i + yi) < Dep @i + Des Yi €n prenant le “sup en F7.
Inversement, si I, ' < I sont des ensembles finis quelconques, alors

DMwit Dy < D wm+ Y owi= Y, (wi+y) < D(mi+ )

1eF ieF’ eFUF' i€eFUF! wEeFFUF! el

d'ot X i+ Des ¥i < Diey(@i +yi) par “double passage au sup” (d’abord en F', puis
en F’; ou le contraire). O

Voici maintenant un résultat qui nous sera extrémement utile.

PROPOSITION 3.2. (convergence monotone pour les sommes)
Soit (fn)neny une suite de fonctions positives, f, : I — [0,00]. On suppose que la suite
(fn) est croissante (i.e. fn(i) < fny1(i) pour tout n et pour tout i € I), et on pose
f@@) :=limy o fn(i) (qui existe dans [0,00]). Alors

2 f@) = lim » fu(i).
el el

Autrement dit : pour une suite croissante de fonctions positives, on a toujours le droit
d’écrire

2.l ful@) = Jiug 3, 4.

el el

Démonstration. Notons d’abord que la limite lim, 0 >,/ fn(7) existe dans [0, o]
car uy, := » s fn(?) est une suite croissante de nombres positifs.
Comme la suite (fy,) croit vers f, on a f, < f et donc

an(z) < Z f(@) pour tout n € N;
i€l el
drott im0 Die (i) < ey f(0)-
Inversement, on a pour tout ensemble fini F' < I :
D f(@) = lim 37 (i) < lim Y fali);
ieF el el
dott Y, f(i) < limy oo Dy fn(4) en prenant le sup en F'. O

COROLLAIRE 3.3. (interversion série-somme)
Si (@i k)@, kerxn est une famille double de nombres positifs indexée par I x N, alors

Démonstration. On applique la proposition aux fonctions f, : I — [0,00] définies
par fn(i) = > _o ik La suite (fy,) est croissante car les x; 5, sont positifs, et f,, (1) —
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f(@) :== >0 o @ik pour tout i € I. Donc

o0 n
Z (Z xzk> = lim ( me) par convergence monotone
1€

iel \k=0 k=
n
_ ' e
lim Z (Z xuk) par additivité
k=0 \iel
o0
- 3 (Se).
k=0 \iel
U
Q0
Ezercice 1. Pour s > 1, on pose ((s) := >} 7. Déterminer lim,_,;+ ((s).
k=1

Ezercice 2. Montrer que si (f,) est une suite de fonctions positives sur un ensemble
1, alors

D lim £ (6) <lim > fuld).

el el
FEzercice 3. Montrer que si (z))xea est une famille de nombres positifs et si (A;)er
est une partition de A, alors

-3 ().

AEA el \)eA;

En déduire que si ()i jjerxs est une “famille double” de nombres positifs, alors

2(Ze)- 2 a-3(Sw)

el \jeJ JelxJ e \iel

4. Notations et terminologie “ensemblistes”

e Pour tout ensemble €2, on notera P(2) 'ensemble de toutes les parties de €.
Donc, “A € P(Q2)” est synonyme de “A < Q7.

e Si AeP(Q), on note A° ou N\ A le complémentaire de A dans (2.

e Si A, B < Q,onpose B\A:= Bn A = B n (2\A). Cette notation ne nécessite
pas d’avoir A < B.

o Si (A;)ier est une famille de parties de €, on note | J,.; 4; la réunion de tous les
A; et [,y Ai leur intersection. Lorsque I = N, on écrit aussi | ;- A; et (2, 4i.

Il est trés important d’avoir parfaitement compris que le symbole de réunion [ J
correspond au quantificateur “existentiel” 3, et que le symbole d’intersection (1) cor-
respond au quantificateur “universel” V :

erAi — diel : x€ A;,
el

xeﬂAi = Viel : x € A;.
el

Ezercice. Soit (f,) une suite de fonctions, f, : @ — R. Ecrire avec des unions et
des intersections l’ensemble A := {z € Q; f,(xz) — 0 quand n — o0}.
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e Si f:Q — Q est une application d’un ensemble 2 dans un ensemble ', on pose
pour tout A < € :
FUA) = {2 e Qs f(x) € A},
Cette notation ne nécessite pas que I'application f soit bijective. On dit que f~1(A)
est 'image réciproque de A par I'application f.
Il est important de se souvenir que, contrairement aux images directes, les images
réciproques se comportent parfaitement bien par rapport aux opérations ensemblistes :

FHAY) = fHA),

f*(U&>=UfW&%

el el
f1<ﬂ&>=ﬂf%&%
el el

e Soit © un ensemble. Pour tout ensemble A < 2, on note 14 : Q@ — {0,1} la
fonction indicatrice de A, qui est définie par

1 sizeA,
Lale) = {o Sizg A

Remarque. L’application A — 14 est une bijection de P(Q) sur {0, 1}?, 'ensemble
de toutes les applications de © dans {0,1}. En particulier, P(N) est en bijection avec
{0, 13",

Ezercice 1. Montrer que si 2 un ensemble quelconque, alors il n’existe pas de
surjection de 2 sur P (). (Pour toute application s = 2 — P(2), on pourra considérer
I'ensemble A := {z € Q; = ¢ s(z)}.) En déduire une preuve du fait que {0, 1} n’est
pas dénombrable ; puis montrer que cette preuve est en fait exactement la méme que
celle utilisant la méthode de la diagonale.

Ezxercice 2. Soit €2 un ensemble. Montrer que si A, B < €2, alors
lanp =141p,
laoB=1a+1p —141p.
Montrer également que si on pose AAB := (A\B) u (B\A), alors
laap =|1a—1p].

Ezxercice 3. Soit £ un ensemble, et soit (A,,) une suite de parties de 2. On pose

lim A, := () J An et TmA, = M An.

meNn=zm meNnz=zm

Montrer qu’on a

Exercice 4. Soit 2 un ensemble fini, et soient A1, ..., Ay des parties de €. Exprimer
la fonction 1g\(4,0..uay) & l'aide des fonctions 14,, et en déduire la formule suivante
(en observant que #B = >, _q 15(z) pour tout B < Q) :

N
HALU- U AN) = YD Y #A

=1 =)
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ol (]l::[) est 'ensemble de toutes les parties de {1,..., N} & k éléments et Ar = [),; Ai.






Chapitre 2

Tribus et mesures

1. Pourquoi?

Ce chapitre étant assez abstrait, il n’est peut-étre pas inutile d’essayer de “motiver”
les notions qui vont y étre introduites. On va le faire en expliquant que I'on tombe tres
vite sur d’assez gros ennuis lorsqu’on essaye de parler un peu sérieusement de la mesure
des aires.

1.1. Les aires, ce n’est pas si simple. Tout le monde a une idée intuitive de
ce qu’est laire d’une partie raisonnablement simple du plan, disons un polygéne ou un
disque; et au vu de cette “familiarité sensible”, il ne semble a priori pas tres choquant
de parler de l'aire d’une partie quelconque du plan.

Mais en y réfléchissant un peu, les choses ne sont pas si simples. Pour une partie
vraiment quelconque du plan, on ne voit a priori pas tres bien quel sens donner au
mot “aire”.

On peut essayer de s’en tirer “axiomatiquement”, c’est a dire en faisant une liste de
propriétés que devrait “évidemment” vérifier ’aire, quelle que soit la définition qu’on
en donnerait. Quoi qu’il arrive, ’aire d’un ensemble A < R? doit étre un nombre positif
(éventuellement égal & oo, par exemple si A = R?). Ensuite, une liste raisonnable de
propriétés pourrait étre la suivante :

(i) L’ensemble vide “n’a pas d’aire” : aire(J) = 0.

(ii) Les aires s’ajoutent : si (Ay) est une suite finie ou infinie de parties du plan

deux & deux disjointes, alors aire (|, Ax) = >, aire(Ag).

(iii) L’aire est invariante par déplacements : si deux ensembles A et A’ se déduisent

I'un de lautre par une translation ou une rotation, alors aire(A) = aire(A’).

(iv) Pour tout rectangle non trivial R € R?, on a 0 < aire(R) < .

Se pose alors le probleme suivant : comment peut-on définir mathématiquement
’aire de sorte que ces propriétés soient vérifiées ? Et c’est 1a que les ennuis commencent :

PROPOSITION 1.1. Awec les regles les plus usuelles du jeu des mathématiques, il
n’existe pas d’application A — aire(A) définie sur ’ensemble de toutes les parties de
R? et vérifiant les propriétés (i) a (iv).

Autrement dit, les propriétés (i) & (iv) empéchent d’attribuer une aire a toutes les
parties du plan : quelle que soit la définition choisie, il y aura toujours des ensembles
suffisamment biscornus pour faire que ces 4 propriétés se contredisent entre elles.

Preuve de la Proposition 1.1. Précisons d’abord un peu ce qu’on entend par “les
regles les plus usuelles du jeu des mathématiques” : il s’agit de quelques postulats
de base, qu’on appelle les axiomes de la théorie des ensembles, dont la plupart
des mathématiciens professionnels pensent qu’il est vraiment tres problématique de
les remettre en cause si on veut faire des mathématiques. Autrement dit, des regles
avec lesquelles une grande majorité de mathématiciens acceptent de jouer au jeu des

17
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mathématiques, parce qu’ils considerent que sans elles, ils ne pourraient rien faire du
tout ; et qui suffisent & construire toutes les mathématiques. (En réalité, les choses sont
un peu plus compliquées; ¢f la Remarque 3 plus bas.)

Supposons qu’il existe une application A — aire(A) définie sur toutes les parties
de R?, & valeurs dans [0, 0] et vérifiant les propriétés (i) a (iv). Il s’agit d’obtenir une
contradiction.

Pour que les notations soient les moins lourdes possibles, il va étre commode d’iden-
tifier R? & C.

Notons © le “disque unité” de C = R? privé de 0 :

Q:={ueC; 0<|ul <1}.

Posons également T := {y € C; |y| = 1}. Géométriquement, T s’identifie au groupe
des rotations de R? = C centrées en 0 : un nombre v = €* € T s’identifie & la rotation
r, d’angle 6. Pour u € C, on écrira v - u au lieu de r(u) (autrement dit, v - u = yu!);
et pour tout ensemble F < ), on pose v - E := {v-u; ue E}.

Comme les rotations préservent les longueurs, ) est stable par n’importe quelle
rotation. Autrement dit, le groupe T “agit” sur ).

Soit maintenant I' € T ’ensemble des “rotations rationnelles” :

I = {e’; §e2nQ}.

Visiblement, I' est un sous-groupe de T. Donc on définit une relation d’équivalence
sur ) en décrétant que

u~ v sietseulementsi Fyel : v-u=wv.

Notons € I'ensemble des classes d’équivalence pour la relation ~. Voici le point clé :
grace a une des regles du jeu des mathématiques, il est possible de choisir un point
uc dans chaque classe d’équivalence C' € €. Si on pose E := {uc; C € €}, alors E
rencontre chaque classe d’équivalence C € € en exactement un point (& savoir u¢). On
en déduit que F possede les propriétés suivantes :

(@) Uyerv- £ =9Q;

(b) les ensembles 7 - E, v € I' sont deux a deux disjoints.

(La propriété (a) est évidente puisque E rencontre chaque classe d’équivalence.
Pour (b), supposons que v- En~' - E # & avec 7,7 € I'. Soient u,u’ € E tels que
v u=v-u. Alors u ~ v/, donc u = v/ car E rencontre chaque classe en au plus 1
point. Ainsi yu = v'u, et donc v =4’ car u # 0.)

Comme I' est dénombrable, on doit avoir par (a), (b) et (ii) :

aire(Q2) = Z aire(y - E) .
~yel
Mais par (iii), on a aussi aire(y- E) = aire(E) pour tout v € I'. Comme T est infini,
on en déduit que la somme }, - aire(y - E) vaut ou bien 0 (si aire(£) = 0), ou bien
oo (si aire(E) > 0). Ainsi, aire(2) = 0 ou . Pour conclure, on applique alors le fait
suivant.

FAIT. Si A € R? est borné, alors aire(A) < o0; et si A € R? est d’intérieur non
vide, alors aire(A4) > 0.

Prewve du Fait. 11 découle de (ii) que l'application A — aire(A) est croissante :
si A c A, alors aire(A) < aire(A’). (En effet A est la réunion disjointe de A" et de
A\A’, et donc aire(A) = aire(A’) + aire(A\A’) > aire(A’).) Par (iv), on en déduit
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immédiatement le résultat : si A < R? est borné, alors A est contenu dans un rectangle
R, donc aire(A) < aire(R) < o0 et si A est d’intérieur non vide, alors A contient un
rectangle R non trivial, donc aire(A) > aire(R) > 0. O

Par le Fait, on a 0 < aire(£2) < o0, ce qui est la contradiction recherchée. ]

Remarque 1. La contradiction est venue du fait que ’ensemble E admet une aire,
puisqu’on a supposé qu’on pouvait attribuer une aire a toutes les parties du plan, y
compris les plus bizarres.

Remarque 2. La regle du jeu autorisant a choisir un point dans chaque classe
d’équivalence porte le nom d’axiome du choix. La morale de la démonstration
précédente est que 'axiome du choix permet de “construire” des ensembles vraiment
tres étranges.

Remarque 3. Certains mathématiciens considerent que ’axiome du choix n’est pas
acceptable car il génere trop de pathologies.

Cependant, Godel a montré en 1936 que si les mathématiques sans axiome du
choix ne sont pas logiquement contradictoires, alors les mathématiques avec axiome
du choix ne le sont pas non plus. (Bien entendu, personne ne sait si les mathématiques
sont effectivement non contradictoires...) Par conséquent, si on accepte les axiomes
“consensuels” de la théorie des ensembles, alors on ne pourra jamais montrer avec les
regles de logique usuelles qu’on peut attribuer une aire a toutes les parties du plan,
a moins de rajouter un axiome supplémentaire (qui sera forcément incompatible avec
laxiome du choix).

De fagon tout a fait remarquable, ceci est essentiellement possible : Solovay a
montré en 1970 que modulo un axiome supplémentaire stipulant I’existence d’ensembles
“vraiment tres gros”, axiome considéré comme tres plausible par les spécialistes de
théorie des ensembles, il n’est pas contradictoire de supposer qu’on peut attribuer
une aire a toutes les parties du plan. On peut méme conserver une version faible
de l'axiome du choix, qu’on appelle 'axiome du choix dénombrable (cet axiome
autorise a effectuer simultanément une infinité de choix, pourvu que cette infinité reste
dénombrable).

Remarque 4. On pourrait arguer que la propriété d’“additivité dénombrable” (ii)
est trop forte, et qu’on pourrait se contenter d’exiger 'additivité finie : si Ag,..., A,
sont deux a deux disjoints, alors aire(Ag U -+ U A,) = aire(Ag) + - -+ + aire(A,). En
notant (ii’) la propriété d’additivité finie, il se passe alors une chose tres étrange. D’une
part, Banach a montré (en utilisant I’axiome du choix!) qu’il est possible d’attribuer
une aire a toutes les parties du plan de facon a ce que (i), (ii’), (iii) et (iv) soient
satisfaites ; mais d’autres part, Hausdorff a montré que ceci est impossible en dimension
3 : on ne peut pas attribuer un volume & toutes les parties de R3 de sorte que la
fonction volume soit finiment additive et invariante par rotations, et que le volume du
cube unité soit fini et non nul. (Pour en savoir plus, le “mot clé” est paradoxe de
Banach-Tarski.)

1.2. Pour sortir de 'impasse. Comme il a été dit, la Proposition 1.1 signifie
que les propriétés (i) a (iv) des aires empéchent d’attribuer une aire a toutes les parties
du plan.

Pour autant, ce résultat ne doit pas étre considéré comme une catastrophe absolue :
la Proposition 1.1 n’exclut pas que I'on puisse définir I'aire de parties éventuellement
tres compliquées du plan, mais dit simplement que si on veut éviter de gros ennuis,
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il faut accepter que certains ensembles n’aient pas d’aire. Autrement dit, on doit res-
treindre la famille B des parties du plan auxquelles on peut attribuer une aire.

Cependant, au vu de (ii) il serait bon que B soit stable par réunions dénombrables,
autrement dit que pour toute suite (Ay) d’éléments de B, I'ensemble | J, A;, appartienne
encore & B. De plus, la propriété (ii) suggere aussi que si B € R? admet une aire finie
et si A € B admet une aire, alors B\A doit admettre une aire, égale a aire(B) —
aire(A). Ainsi, il est raisonnable d’imposer que B\A € B des que A < B sont dans
B et aire(B) < oo. Mais si on veut lister a priori les propriétés de la famille B (sans
faire référence a l'aire), la condition aire(B) < oo n’a pas lieu d’étre; donc on “doit”
imposer que B\A € B pour tous A, B € B vérifiant A £ B. Comme le plan R? admet
évidemment une aire (égale & ), i.e. R? € B, on voit que la famile B doit étre stable
par complémentation : si A € B, alors A¢ € B.

Ces considérations nous amenent a la notion de tribu, que I'on peut définir de fagon
completement abstraite : étant donné un ensemble ) # ¢, une tribu de parties de €2 est
une famille de parties de €2 stable par réunions dénombrables et par complémentation.
Cela étant précisé, on peut définir, également de facon abstraite, la notion de mesure :
une mesure sur une tribu B € P(Q) est une fonction associant a tout ensemble A € B
un nombre positif (A), de sorte que les propriétés (i) et (ii) des aires soient satisfaites.
Ce sont les deux définitions de base de ce chapitre.

2. Définitions

2.1. Tribus de parties d’un ensemble.

DEFINITION 2.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit B une famille non vide de
parties de Q. On dit que la famille B est une tribu (de parties de Q2), ou encore une
o-algébre, si elle vérifie les propriétés de stabilité suivantes.

(—) B est stable par complémentation : si E € B alors E° € B.

(o) B est stable par réunions dénombrables : pour toute famille dénombrable
(Ei)ier d’éléments de B (i.e. l'ensemble d’indices I est dénombrable), ’en-
semble | J,o; Ei appartient a B.

Remarque 1. Toute tribu B < P(Q) doit contenir ¢J et Q. En effet, soit Ey € B
quelconque. Alors Q = Ey u E§, donc 2 € B par (i) et (ii) ; et donc ¢J = Q¢ € B.

Remarque 2. En raison de (—), on peut remplacer la condition (o) par

(0) B est stable par intersections dénombrables.

Remarque 3. On peut énoncer (o) sous la forme suivante : pour toute suite (Ep,)neN
d’éléments de B, on a | J,,cy En € B. En effet, cette formulation est équivalente a “(o)
avec un ensemble d’indices I infini dénombrable” ; mais on peut toujours compléter une
famille finie (Ey, ..., E,) d’éléments de B en une suite infinie ayant la méme réunion,
par exemple en posant F; = Ey pour i > n.

Exemple 1. B := P(Q2) est une tribu, qui est visiblement la plus grande tribu de
parties de 2.

Exemple 2. B := {J,Q} est une tribu. C’est la plus petite tribu de parties de (.

Exemple 3. Supposons que {2 soit un espace métrique, et notons B la famille de
tous les ouverts de €. Alors B vérifie (o), mais ce n’est a priori pas une tribu car (—)
n’a aucune raison d’étre vérifiée : le complémentaire d’'un ouvert n’est en général pas
un ouvert.
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Exemple 4. Prenons 2 = R, et soit B la famille de toutes les parties A de R qui
sont réunions finies d’intervalles deux & deux disjoints. Alors B vérifie (=) (faire un
dessin) ; mais B ne vérifie pas (¢) et n’est donc pas une tribu : si par exemple on pose
Ay, :=[3n,3n + 1] pour n € N, alors les A,, sont dans B mais A := | J, .y An n'est pas
une réunion finie d’intervalles (exercice).

neN

DEFINITION 2.2. Un espace mesurable est une paire (2, B), o Q est un ensemble
non vide et B une tribu de parties de ).

Remarque. Si l’espace mesurable (2, B) est clairement spécifié par le contexte, on
appelera ensemble mesurable tout élément de la tribu B.

2.2. Mesures : définition et exemples.

DEFINITION 2.3. Soit (Q, B) un espace mesurable. Une mesure sur (2, B) est une
application p : B — [0, 00] vérifiant les propriétés suivantes.
(i) Non trivialité : u() = 0.

(ii) Additivité dénombrable : pour toute suite (Ag)ren d’éléments de B deux a
deux disjoints, on a

o0 o0
I (U Ak) = u(Ap).
k=0 k=0

Il est essentiel de bien saisir tout de suite ce dont on parle : une mesure p est
par définition une fonction qui & un ensemble A < € (supposé mesurable) associe un

nombre positif p(A), éventuellement égal a co. (De fagon générale, une fonction qui a
un ensemble associe un nombre s’appelle une fonction d’ensembles.)

Remarque 1. Les propriétés (i) et (ii) entrainent ’additivité finie : si Ay, ..., A, €
B sont deux & deux disjoints, alors u(Ag U --- U A,) = p(Ao) + -+ + pu(Ay).

Démonstration. 11 suffit de compléter (Ag,...,A,) en une suite infinie (Ag)ken
en posant Ay = ¢J pour k > n, et d’appliquer (ii) en tenant compte du fait que
() = 0. O

Remarque 2. On aurait pu éviter la Remarque 1 en écrivant (ii) sous la forme
suivante : pour toute famille dénombrable (A;)ier d’ensembles mesurables deuzr a deux

disjoints, on a p(U;e; Ai) = Der 1(A7).

Exemple 1. Soit a € Q. On définit une mesure &, sur (2, P(2)) en posant pour
tout A Q:
1 siA>a,

%(4) = {o si A $a.

La mesure ¢, s’appelle la masse de Dirac au point a.

Démonstration. On a par définition d,(A) = 14(a) pour tout A < Q. Donc il suffit
d’observer que si (Ay) est une suite de parties de Q deux & deux disjointes, alors

0
1UZO:0 A T Z 1Ak :
k=0
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Exemple 2. On définit une mesure p. sur sur (£2, P(€2)) en posant pour tout A < Q :

(A) = o0 si A est infini,
Hel2) = #A  si A est fini.

La mesure . s’appelle la mesure de comptage sur (2.

Démonstration. Notons d’abord le fait suivant, dont la preuve est laissée en exer-
cice.

FAIT. On a u.(A) = >, d,(A) pour tout A < .
e

On a évidemment () = 0. Si maintenant (Ag)ken est une suite de parties de
deux a deux disjointes, alors

0 e}
e (U Ak> = Z O ( Ak> par le Fait
k=0 k=0

ze
0
= Z (Z 5I(Ak)> car les 0, sont des mesures
e \k=0

0
= Z (Z 633(Ak)> par interversion série-somme
k=0 \zeQ

o0

= Z te(Ag) & nouveau par le Fait.
k=0

0

Remarque. Si (u;)ier est une famille quelconque de mesures sur (2, B), on définit
une mesure sur (£, 3) en posant pour tout A € B :

u(A) = 3 il 4).
el
(La preuve est identique a celle faite pour la mesure de comptage.) La mesure p

s’appelle la somme des mesures 1, et se note Y. ;. Par exemple, on a p. = Y d,.
el e

Exemple 3. Une mesure discrete sur 2 est une mesure sur (2, P(2)) de la forme
=2 pibs, ,
el
ol (x;)ier est une famille dénombrable de points de € et p; € [0, 00]. Si Q est lui méme
dénombrable, alors toute mesure sur (2, P(€2)) est de ce type.

Démonstration. Si € est dénombrable et si p est une mesure sur (€2, P(£2)), alors
on a par additivité dénombrable :

p(A) = p (U {m}> = > ulfz}) = ). p({x}) 6.(A)

zeA €A e
pour tout ensemble A < Q. Donc p = Y. ., Pz 0z, O pp = p({z}). O
Exemple 4. Soit X une “variable aléatoire” prenant ses valeurs dans un certain

ensemble 2. Admettons que pour certaines parties A de €2, on sache déterminer la
“probabilité” que X appartienne a A (& supposer que ceci ait un sens), que ’on note
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P(X € A). Si B est la famille de parties A de 2 pour lesquelles on sait déterminer
P(X € A), et si on pose Px(A) := P(X € A) pour A € B, alors les “axiomes de la
théorie des probabilités” postulent que B est une tribu de parties de 2 et que Py
est une mesure sur (2, B) vérifiant Px(Q2) = 1. Une mesure de ce type s’appelle une
distribution de probabilité sur €.

Exemple 5. Intuitivement, on définit une “mesure sur R?” en posant pour A < R? :
w(A) = aire (A).
On a vu plus haut que cette “définition” est assez problématique. Plus précisément,

on doit faire face aux deux questions suivantes :

e Comment définit-on mathématiquement 1’“aire” d’une partie du plan?
e A quelles parties du plan peut-on attribuer une aire ? Autrement dit : qui sont
les ensembles “mesurables”, i.e. quelle tribu B considérer ?

Ces deux questions sont bien entendu étroitement liées. On donnera une réponse
sous forme de “boite noire” a la fin de ce chapitre, et on y reviendra en détail au
Chapitre 10.

3. Propriétés élémentaires des mesures

3.1. Reformulation de la définition. Le lemme suivant montre que 'additivité
dénombrable est en fait la conjonction de deux propriétés : 'additivité “finie”, et la
“continuité par en dessous”.

LEMME 3.1. Soit (2, B) un espace mesurable, et soit p : B — [0,00]. Alors p est
une mesure si et seulement si elle posséde les propriétés suivantes.

(i) Non trivialité : u() = 0.

(i’) Additivité finie : si Ao, ..., A, € B sont deux 4 deuz disjoints, alors
wAgu - U Ay) =p(Ag) + -+ u(Ay).

(iii) Continuité par en dessous : si (By)nen est une suite croissante d’éléments
de B (i.e. By, € Bp41 pour tout n), alors

H <U Bn) = nll_ngN(Bn) :

n=0

Démonstration. Supposons que p soit une mesure. Alors (i) et (ii’) sont vraies;
il s’agit de vérifier (iii). Soit (Bj)neny une suite croissante d’éléments de B. Posons
AO = Bo, et

Ay = Bg\(Byu---uUBg_1) pourk=1.

Par définition, les Ay sont mesurables et deux & deux disjoints, et on a pour tout
neN:

(3.1) Aju---Ud, = Byu---uUB,

= B, par croissance de la suite (B,,).
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Comme g est une mesure, on obtient donc

()

D 1u(Ar)  par (3.1)
k=0

n
- I
Tim > p(Ay)
k=0
= lim p(By) par (3.2).
n—aoo
Supposons maintenant que p vérifie (i), (ii’) et (iii). Soit (Ag)ken une suite d’en-
sembles mesurables deux & deux disjoints. Pour n € N, posons
B,:=Ayu---UA,.

Alors (By,) est une suite croissante d’ensembles mesurables, et on a par (ii’)
pour tout n € N. Donc
= lim p(By,) par (iii)
0

ce qui prouve que 4 est une mesure. ([l

3.2. Autres propriétés importantes. Dans ce qui suit, (€2, B) est un espace
mesurable.
PROPOSITION 3.2. Toute mesure p sur (2, B) posséde les propriétés suivantes.
(1) Croissance : si A,BeB et A< B, alors u(A) < u(B).

(2) Propriété de valuation : u(A v B) + u(A n B) = pu(A) + w(B) pour tous
A, BebB.

(3) Sous-additivité dénombrable : pour toute famille dénombrable (E;)icr d’en-
sembles mesurables (pas forcément disjoints), on a

M (U Ez> <D u(E;).

i€l el

Démonstration. (1) L’ensemble B est la réunion disjointe de A et de B\A, donc
w(B) = p(A) + u(B\A) par additivité finie, et donc pu(B) = u(A).

(2)OnaA=(AnB)u(A\(AnB)),B=(AnB)u(B\(AnB))et AuB =
(A\(An B)) u(An B)u (B\(An B)), ou les réunions sont disjointes. Donc, par
additivité finie :

WA U B) + (A B) = w(A\(A B) + p(A  B) + u(B\(A~ B)) + (A ~ B)
— 4(A) + u(B).



4. ENSEMBLES BORELIENS 25

(3) Par (2), on a pu(A u B) < u(A) + u(B) pour tous A, B € B; d'ou, par
une récurrence immédiate, p (| U,y Ei) < X7 1(E;) pour toute famille finie d’en-
sembles mesurables F;. Soit maintenant (E;);ey une suite infinie d’ensembles mesu-
rables. D’aprés ce qui vient d’étre dit, on a p (o Ei) < 2. #(E;) pour tout n € N;
d’ou, par la propriété de continuité par en dessous :

p (U Ez) = lim o (O Ez) < D 1l(Ei).

1=0 i=0 1=0

COROLLAIRE 3.3. Si A, B € B vérifient u(An B) = 0, alors u(A v B) = u(A) +
u(B).

Démonstration. C’est évident par (2). O

PROPOSITION 3.4. Soit u une mesure sur (2, B). Si A, B € B vérifient A < B et
si de plus p(A) < oo, alors u(B\A) = u(B) — u(A).

Démonstration. Comme B est la réunion disjointe de A et de B\A, on a u(B) =
w(A) + u(B\A); et on peut soustraire u(A) car p(A) < oo. O

PROPOSITION 3.5. Soit j1 une mesure sur (2, B). Si (Cy,) est une suite décroissante
d’ensembles mesurables et si de plus p(Cy) < 00 pour au moins un n € N, alors

o)
o <m0 Cn) = nlgrolo ,U/(Cn) :

Démonstration. Soit ng € N tel que p(Ch,,) < 0. Comme la suite d’ensembles (Cy,)
est décroissante, on a ﬂnZO Cn =) C,, ; donc on peut en fait supposer que ng = 0,
i.e. pu(Cp) < 0. Soit C := (), Cy.

Si on pose By, := Cp\Cy, alors la suite (B,,) est croissante et | J, B, = Co\C. Par
la propriété de continuité par en dessous, on a donc

p(Co\C) = lim p(Co\Cy) -

De plus, comme p(C) < pu(Co) < 0 et u(Cy) < u(Coh) < 0, on a le droit d’écrire
w(Co\C) = u(Co) — u(C) et u(Co\Cy) = u(Co) — pu(Cy). On voit donc que u(Co) —
w(Cpn) — n(Co) — p(C), d’ou le résultat en simplifiant par u(Cp) (ce qui est possible
car u(Cp) < o0). O

n=no

COROLLAIRE 3.6. Si (Cy,) est une suite décroissante d’ensembles mesurables telle
que 1(Co) < 0 et [y Crn = &, alors p(Cp) — 0 quand n — oo.

Remarque. Ce résultat est faux si on ne suppose pas que les C,, sont de mesure
finie. Par exemple, si on prend pour p la mesure de comptage sur N, alors les intervalles
[, o[ décroissent vers ¢ mais p([n,o0[) = oo pour tout n € N.

4. Ensembles boréliens

4.1. Tribu engendrée par une famille d’ensemble. Si () est un ensemble non
vide, il est évident que l'intersection d’une famille quelconque de tribus de parties de
) est encore une tribu (vérifier). Par ailleurs, si C est une famille quelconque de parties
de ©Q, il y a toujours au moins une tribu de parties de £ qui contient C, a savoir P().
Cela justifie la définition suivante.
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DEFINITION 4.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit C une famille de parties de
Q. La tribu engendrée par C est la tribu intersection de toutes les tribus de parties
de Q contenant C ; autrement dit, la plus petite tribu de parties de  contenant C.
Cette tribu se note o(C).

Cette définition est tres abstraite; mais elle est extrémement facile a utiliser. Le
mode d’emploi est le suivant : par définition, la tribu o(C) est caractérisée par les 2
propriétés suivantes :

e o(C) est une tribu contenant C;
e pour toute tribu B < P(f2) contenant C, on a o(C) < B.

Par conséquent, si on veut montrer que tous les éléments de o(C) posseédent une
certaine propriété (P), il suffit de vérifier

- que tout ensemble C' € C possede la propriété (P);

- que la famille de toutes les parties B de € possédant la propriété (P) est une
tribu.

C’est toujours de cette fagon qu’on utilise la définition.

De maniere plus “mécanique”, on peut aussi dire les choses comme suit : étant
donné deux familles C; et Co de parties de €2,

si Cy € 0(Cq), alors o(C1) < o(Ca).

Remarque. L’aspect réellement troublant de notion de tribu engendrée est que la
définition de o(C) ne semble donner aucun moyen de décrire explicitement les éléments
de o(C) a l’aide des éléments de C, comme on peut le faire par exemple dans un espace
vectoriel F pour les éléments de 1’espace vectoriel engendré par une partie C. En fait, il
est d’une certaine fagon possible de donner une procédé “explicite” de construction des
éléments de o(C) & partir des éléments de C ; mais décrire ce procédé nous entrainerait
dans le monde des ordinaux dénombrables et de la récurrence transfinie, ce
qui ne serait sans doute pas tres raisonnable. On se contentera donc de considérer les
éléments de o(C) “collectivement”, et non “individuellement” ; avec le petit effort que
cela nécessite pour faire taire une éventuelle gene.

4.2. Tribu borélienne. Si () est un espace métrique, la tribu borélienne de
Q) est la tribu engendrée par les ouverts de €2; autrement dit, la plus petite tribu de
parties de € contenant tous les ouverts de €. Cette tribu sera notée B(2). En notant
O(9) la famille de tous les ouverts de €2, on a ainsi

B(Q) =c(0(Q)).
Les éléments de la tribu B(2) sont appelés les boréliens de I'espace métrique 2.
Remarque. B(2) est également la tribu engendrée par les fermés.

Démonstration. En notant F(€2) la famille de tous les fermés de 2, on a F(2)
o(O(€)) car tout fermé C < Q est le complémentaire d'un ouvert. Donc o (F(Q2))
c(0(Q)) = B(Q). De méme, on a O(Q) < o(F(2)) et donc B(Q) = o(O(Q))
o(F(Q).

Exemples. Les ouverts et les fermés sont boréliens. Tout ensemble dénombrable est
borélien, car c’est une réunion dénombrable de singletons (qui sont fermés).

Oin nin

Remarque. Une mesure borélienne sur € est une mesure sur (2, B(Q2)).
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4.3. Boréliens d’un sous-espace. Si () est un espace métrique, alors tout en-
semble £ < ) est lui-méme un espace métrique, et posseéde donc sa propre tribu
borélienne B(E). La proposition suivante montre que les boréliens de E se décrivent
trés simplement a ’aide des boréliens du “gros” espace ().

PROPOSITION 4.2. Soit £ un espace métrique, et soit E € Q. Un ensemble AC E
est un borélien de E si et seulement si il est de la forme

A=BnE ou B estun borélien de ).

Démonstration. La preuve est d’autant plus claire qu’on la rend la plus abstraite
possible. Pour toute famille C de parties de €2, posons

Ce:={CnE; CeC}<P(E).

Avec cette notation, il s’agit de montrer qu’on a

Tout repose sur le fait suivant.
FAIT. Pour toute famille C € P(f2), on a 0(Cg) = 0(C)g.

Preuve du Fait. On vérifie d’abord (exercice facile) que o(C)g est une tribu de
parties de E car ¢(C) est une tribu de parties de 2. Comme Cr < o(C)g puisque
C < 0o(C), on adonc o(Cg) € 0(C)g. Ensuite, on vérifie (autre exercice facile) que la
famille C¥ := {A € Q; An E € 0(Cg)} est une tribu de parties de Q car o(Cg) est une
tribu de parties de E. Comme C < C¥ par définition, on a donc o(C) < C¥ ; autrement
dit U(C)EQU(CE) OJ

Maintenant, notons O(E) la famille de tous les ouverts de E, et O(f2) la famille de
tous les ouverts de Q. On sait (propriété de la topologie induite) qu’on a
OE)={0OnE; O ON)};

autrement dit :
OE)=09Q)g.
Par le Fait appliqué a C := O(2), on en déduit

0

COROLLAIRE 4.3. Si E < Q est borélien, alors un ensemble A € E est borélien
dans E si et seulement si il est borélien dans €.

Remarque. Si (€2, B) est un espace mesurable quelconque et si E' € €, alors la tribu
Bg :={Bn FE; Be B} € P(E)

s’appelle la tribu trace induite par B sur E.
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4.4. Produits de boréliens.

PROPOSITION 4.4. Si§q,...,Qn sont des espaces métriques et si Ay, ..., AN sont
des boréliens de Qq,...,QnN respectivement, alors Ay X --- x Ay est borélien dans

Q=0 x---xQp.

Démonstration. Par une récurrence immédiate, il suffit de le faire pour N = 2.
Si A1 € Qq et Ay € Q9, alors

Ap x Ag = (A1 x Q2) N (21 x Ag);

donc on est ramené a montrer que si A; et Ao sont boréliens, alors A x s et 1 x Ao
sont boréliens dans 27 x Q.

C’est un “jeu de tribus” typique. Si on note B; la famille de tous les ensembles
A < Q tels que A x Q1 € B(21 x y), il est tres facile de vérifier que By est une tribu
de parties de €. De plus Bi contient tous les ouverts, car si O < {21 est ouvert alors
O x Qg est ouvert dans 1 x Qg et donc borélien. Donc By contient B(€;) ; autrement
dit, A1 x Q9 est borélien dans €27 x o pour tout borélien A; < €. On montre de
méme que 21 x Ay est borélien pour tout borélien Ay < Q. O

4.5. Boréliens de R, RV et R. Pour la suite, il sera important de savoir que
certains sous-ensembles tres simples de R, RV et R sont boréliens; et aussi que les
tribus boréliennes de ces espaces sont engendrées par d’autres familles d’ensembles que
la famille des ouverts.

4.5.1. Boréliens de R.
PROPOSITION 4.5. Tous les intervalles de R sont des boréliens

Démonstration. Le résultat est clair pour les intervalles ouverts et les intervalles
fermés, puisque ce sont des ouverts et des fermés. Il reste donc a traiter le cas d’un
intervalle semi-ouvert, disons de la forme [a, b[ avec —00 < a < b < 00; mais le résultat
est clair dans ce cas aussi car [a, b[ = [a,0[ N ] — 0, b[ est I'intersection d’un ouvert et
d’un fermé. O

PROPOSITION 4.6. Les intervalles de R engendrent la tribu borélienne de R. Plus
précisément, B(R) est engendrée par l'une quelconque des familles suivantes :
(i) la famille des intervalles ouverts bornés ;
) la famille des intervalles compacts ;
) la famille des intervalles semi-ouverts de la forme [a, B[, o, B € R;
(iii") la famille des intervalles semi-ouverts de la forme |a, 8], a, € R ;
) la famille des intervalles de la forme |a, 0], a« € R;
) la famille des intervalles de la forme [a, 0], a« € R;
) la famille des intervalles de la forme | — 0, 5[, BeR;

(V') la famille des intervalles de la forme | — o0, 3], f € R.

Démonstration. (i) On sait que que tout ouvert de R est réunion dénombrable d’in-
tervalles ouverts bornés (c¢f le Corollaire 1.7 du Chapitre 1). Donc la tribu engendrée
par les intervalles ouverts bornés contient tous les ouverts, et donc est égale a la tribu
borélienne.

(ii) Par (i), il suffit de montrer que tout intervalle ouvert borné ]a,b[ appartient
a la tribu engendrée par les intervalles compacts. Si on choisit une suite strictement
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décroissante (av,) et une suite strictement croissante (3,,) telles que o, — a et 5, — b,
alors Ja, b[ = |,,[on, Bn]; d’ott le résultat.

(iii) Par (i), il suffit de montrer que tout intervalle ouvert borné |a, b[ appartient
a la tribu engendrée par les intervalles semi-ouverts bornés [a, §[; ce qui se voit en
écrivant |a, b[ = [J,,[an, b[, ot est une suite strictement décroissante tendant vers a. La
preuve de (iii’) est identique.

(iv) Par (iii’), il suffit de montrer que tout intervalle semi-ouvert ]a, b] appartient
a la tribu engendrée par les intervalles de la forme ]a, oo[; ce qui est clair car |a,b] =
a, o[ n(R\ ]b, o[). Les preuves de (v), (iv’) et (v’) sont identiques.

0

4.5.2. Boréliens de RY. Dans RY, les ensembles qui vont jouer le role des inter-
valles seront les pavés, c’est & dire les ensembles P < RY de la forme

P=Il><"'><IN,

oul,..., Iy sont des intervalles bornés de R. Un pavé P = [} x- - - x Iy sera dit ouvert
si les intervalles I; sont ouverts, compact si les I; sont compacts, et semi-ouvert si
les I sont semi-ouverts de la forme [, A].

Ainsi, un pavé dans R est un intervalle borné; un pavé dans R? est un rectangle
A cotés paralleles aux axes de coordonnées ; et un pavé dans R? est un parallélépipede
rectangle dont les arétes sont paralleles aux axes de coordonnées.

PROPOSITION 4.7. Tous les pavés de RN sont des boréliens.
Démonstration. Ce sont des produits de boréliens de R. O

PROPOSITION 4.8. Les pavés de RN engendrent la tribu borélienne de RN . Plus
précisément, B(RN) est engendrée par l'une quelconque des familles suivantes : les
pavés ouverts; les pavés compacts; les pavés semi-ouverts.

Démonstration. On sait (Corollaire 1.7 du Chapitre 1) que tout ouvert de RY est
réunion dénombrables de pavés ouverts; donc la tribu engendrée par les pavés ouverts
contient tous les ouverts, et est donc égale & B(RY).

Comme tout intervalle ouvert I € R est réunion dénombrable d’intervalles com-
pacts J, (¢f la preuve de la Proposition 4.6), on voit que tout pavé ouvert P =
I x .-+ x Iy est réunion dénombrable de pavés compacts : en écrivant

Ik=UJk,n pour k=1,...,N
neN

ou les Jj,, sont des intervalles compacts, on a

P=DLx--xIy= | Jim > xJNny-
nl,...,nNeN
Donc la tribu engendrée par les pavés compacts contient tous les pavés ouverts, et

est donc égale & B(RY). On montre de méme que les pavés semi-ouverts engendrent
BRM). O

Remarque. On montre de la méme facon que si  est un ouvert quelconque de R¢,
alors B(2) est (par exemple) engendrée par les pavés compacts contenus dans §.

EXERCICE 4.9. Soient 1,...,Qxy des espaces métriques séparables. Montrer que
la tribu borélienne de 21 x - -+ x Q0 est engendrée par les produits d’ouverts, c’est-
a-dire les ensembles de la forme A = O7 x -+ x Op, ou O, est ouvert dans 2 pour
k=1,...,N.
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4.5.3. Boréliens de R. Tl est tres facile de décrire les boréliens de R = Ru {—00, o0}
a l'aide des boréliens de R.

PROPOSITION 4.10. Pour A C R, les propriétés suivante sont équivalentes :
(1) A est un borélien de R ;
(2) AnR est un borélien de R ;

(3) A est de la forme B ou B u {0} ou Bu{—x0} ou Bu {—0w, w0}, ou B est un
borélien de R.

Démonstration. L’implication (1) = (2) découle de la Proposition 4.2. L'impli-
cation (2) = (3) est immédiate. Et 'implication (3) = (1) vient du fait que tout
borélien de R est borélien dans R par la Proposition 4.2 (car R est ouvert dans R, donc
borélien), et que {—o0} et {00} sont boréliens dans R (car fermés). O

PROPOSITION 4.11. La tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles de
la forme |a, 0], a € R, et aussi par les intervalles de la forme [—0, B[, 5 € R.

Démonstration. Soit B la tribu engendrée par les intervalles |a, 0], o € R. La tribu
B contient {0} car {0} = [),cy]n, ®]. Donc B contient tous les intervalles |o, o[,
a € R car |a, 0] =] o, 0]\{o0} ; et par conséquent B contient tous les boréliens de R
par la Proposition 4.6, car B n P(R) est une tribu de parties de R. Enfin, B contient
également {—o0} car {—o0} = [),n(R\] — n,]). Donc B = B(R) par la Proposition
4.10. O

5. La mesure de Lebesgue sur RY

5.1. Un résultat d’unicité. Rappelons qu’une mesure borélienne sur un es-
pace métrique 2 est par définition une mesure sur (€2, B(€2)). Le lemme suivant signifie
qu'une mesure borélienne sur un ouvert de RV est entierement déterminée par ses
valeurs sur les pavés, pour peu que ces valeurs soient finies.

LEMME 5.1. Soit Q un ouvert de RYN. Si 1 et s sont deux mesures boréliennes
sur Q telles que 1 (P) = pa(P) < o0 pour tout pavé compact P < Q, alors 1y = pa. La
meéme conclusion vaut si on remplace “pavé compact” par “pavé ouvert” ou par “pavé
semi-ouvert”.

On démontrera ce lemme dans un chapitre ultérieur, sous une forme plus générale.
Pour le moment, on se contentera de dire que le résultat n’est pas treés choquant
“puisque les pavés engendrent la tribu borélienne”.

Remarque. Le lemme devient faux si on ne suppose pas que les mesures i et o
prennent des valeurs finies sur les pavés. Par exemple, soient p; et us les mesures
(boréliennes) sur R définies par

_J0 si A=¢, _J0 si A est dénombrable,
H(4) = {oo si A#Y; et pa(d) = {oo si A n’est pas dénombrable.
(Vérifier que ce sont effectivement des mesures...)

On a iy # pe car par exemple 1 ({0}) = 00 et u2({0}) = 0; mais p1(I) = p(I) pour
tout intervalle ouvert I € R, car un intervalle ouvert non vide est non dénombrable.

FEzercice. Soient p; et po deux mesures boréliennes sur R telles que 1 (1) = po(1)
pour tout intervalle compact I < R. Montrer qu’on a yu1(J) = p2(J) pour tout inter-
valle ouvert J, et en déduire que p;(O) = p2(0) pour tout ouvert O < R. (Utiliser
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une description “bien connue” des ouverts de R.) Montrer que si on impose de plus
w1(I), ua(I) < oo pour tout intervalle borné I, alors p1(C) = ua(C) pour tout fermé
C < R. (Commencer par le cas ou C' est compact.)

5.2. Définition de la mesure de Lebesgue. Pour tout intervalle I < R, on
notera |/| la longueur de I.

Si P=1I; x---x Iy est un pavé de RV, on note |P| le volume (N-dimensionnel)
de P :
|P‘ = |[1‘ X oo X ‘IN‘
La remarque suivante est évidente, mais tres importante.
Remarque. Si P < RP et Q < RY sont des pavés, alors P x () est un pavé de
RP x RY = RP*Y, et on a

[P x Q| =|P[|Q].
On peut maintenant définir la mesure de Lebesgue.

THEOREME-DEFINITION. Il existe une unique mesure borélienne \n sur RN telle
que An(P) = |P| pour tout pavé P < RYN. On dit que AN est la mesure de Lebesgue
sur R,

Remarque 1. L’unicité de la mesure de Lebesgue est une conséquence immédiate
du Lemme 5.1 (qui, lui, n’est pas immédiat!). La preuve de l'existence sera faite au
Chapitre 10. Cependant, il est possible de donner tout de suite une formule : pour tout
borélien A < RY, on a

e}
An(A) =inf [Py,
k=0

ou la borne inférieure est prise sur toutes les suites de pavés (Py) telles que A <
UkeN By

Remarque 2. L’intuition est bien entendu que la mesure de Lebesgue A2 mesure les
aires, et que Az mesure les volumes. Quant a A1, elle mesure les longueurs.

5.3. Deux propriétés fondamentales. On démontre ici deux propriétés tres
importantes de la mesure de Lebesgue, qu’on utilisera constamment par la suite.

5.3.1. Invariance par translations. Pour tout ensemble A < RN et pour tout u €
R, notons A + u le “translaté de A par u” :

A+u={z+u; veA}.
A ce stade, le fait suivant n’est pas completement évident :
Farr. Siue RY, alors A 4 u est borélien pour tout borélien A < RV,

On peut le démontrer “a4 la main” en vérifiant que la famille des A < RV tels
que A+ wu e B(RN ) est une tribu contenant les ouverts; mais on peut aussi attendre
le chapitre suivant pour des résultats beaucoup plus généraux qui ne sont pas plus
difficiles & démontrer.

LEMME 5.2. La mesure de Lebesgue Ay est tnvariante par translations : pour
tout borélien A < RN et pour tout ue RN, on a

/\N(A + u) = )\N(A) .
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Démonstration. Soit u € RV et définissons une fonction d’ensembles u : B(RY) —

[0, 00] par
H(A) = Aw(A +u).

On vérifie tres facilement que g est une mesure : il suffit juste d’observer que si
(Ag) est une suite d’ensembles deux & deux disjoints, alors les Ay, + u sont disjoints et
(Uk Ak) +u= Uk(Ak + u)

Il s’agit de montrer qu’en fait p = Ay ; et pour cela, il suffit de vérifier qu’on a
u(P) = |P| pour tout pavé P € RY, par définition de la mesure de Lebesgue.

Ecrivons P = I; x - x Iy et u = (u1,...,un). Alors P + u est aussi un pavé :
P+u=1I x---xIy, ol fj = I; + u;. Comme lfj\ = |I;| pour tout j, on a donc

u(P) =P +u| = L] [Iy| = 11| --- [In| = |P].
O

Remarque 1. On verra plus tard que la mesure de Lebesgue Ay est en fait invariante
par toutes les isométries euclidiennes de RV (translations, rotations, symétries
centrales, symétries orthogonales; ...). L’invariance par rotations entraine par exemple
que si R < R? est un rectangle quelconque de R? (dont les cotés ne sont peut-étre
pas paralleles aux axes de coordonnées), alors Aa(R) est laire de R au sens “naif” du
terme, i.e. le produit des longueurs de deux cotés adjacents.

Remarque 2. On verra également que la mesure de Lebesgue est la seule mesure
borélienne sur RY invariante par translations telle que Ay (P) = 1, ot1 P est le “pavé
semi-ouvert unité” [0, 1[V.

Ezercice 1. Montrer que la mesure de Lebesgue est effectivement invariante par
symétries centrales. (Raisonner comme dans la preuve du Lemme 5.2.)

Exercice 2. Soit h : R? — R? une homothétie de rapport c. Montrer que pour tout
borélien A € R% on a A\y(h(A)) = c2Aa(A). (On ne demande pas de montrer que h(A)
est borélien.)

5.3.2. Propriété de produit. En termes savants (¢f Chapitre 10), le lemme suivant
signifie que la mesure de Lebesgue sur RPT? = RP x RY est la “mesure produit” des
mesures de Lebesgue sur RP et sur RY.

LEMME 5.3. Si A€ B(RP) et B € B(RY), alors A x B € B(RP*Y) et
Ap+q(A X B) = Xp(A) Ag(B) -
Démonstration. On a déja vu que A x B € B(RP x R?) = B(RP1Y) si A € B(RP) et

B e B(RY); il s’agit ici de démontrer la formule pour A,14(A x B). La preuve se fait
en 2 étapes. (C’est le “principe du fusil & 2 coups”.)

ETAPE 1. On a Ay q(A x B) = A\,(A) \y(B) pour tout pavé B < R? et pour tout
borélien A < RP.

Démonstration. Fixons un pavé B € R?, et définissons deux fonctions d’ensembles
1 B(RP) — [0,00] et piz : B(RP) — [0, 0] par

1(A) = Apq(A x B) et pa(A) = Ap(A) A(B).

On vérifie sans difficulté que w1 et po sont des mesures : c’est évident pour uo, qui
est & un facteur pres la mesure de Lebesgue A, ; et pour 1, il suffit de remarquer que si
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(Ak) est une suite d’ensemble deux a deux disjoints, alors (|J,, Ax) x B est la réunion
disjointe des Ag x B . De plus, si A est un pavé, alors A x B est un pavé; donc
i1(A) = |4 x B = |A]|B] = A(4) A(B) = pa(A) < 0.
D’apres le Lemme d’unicité 5.1, on a donc 1 = o, ce qui est le résultat souhaité. [

ETAPE 2. On a A, 4(A x B) = A\y(A) A\y(B) pour tout borélien A < R tel que
Ap(A) < 0 et pour tout borélien B < RY.

Démonstration. Cette fois, on fixe un borélien A < RP tel que A\,(A) < o0, et on
définit deux mesures 1, g : B(R?) — [0, 0] par

p1(B) = Apq(A x B) et pa(B) = Ap(A) Ag(B).

Par U'Etape 1, on a w1 (B) = p2(B) < o pour tout pavé B € R?; donc puy = pe d’apres
le Lemme 5.1, ce qui est le résultat souhaité. g

Soient maintenant A € B(RP) et B € B(RY) quelconques. Si on pose E,, := [—n, n]?
et A, = An E,, alors la suite (A,)nen est croissante et A = | J,, Ay, ; donc A x B est
la réunion croissante des A, x B. De plus, on a A\,(Ay) < A\p(E,) < 00 pour tout n,

donc A\pig(An x B) = A\p(An) \y(B) d’apres I'Etape 2. Ainsi,
Ap+q(A X B) = hH(}O Ap+g(An X B) = 1ingo Ap(An) Ag(B) = Ap(A) Ag(B).
g

Ezercice. La fin de la preuve a utilisé le fait suivant : si (a,) est une suite croissante
de nombres positifs de limite a € [0,0] et si b € [0, 0], alors a,b — ab. Vérifier que
cela est bien vrai (on a besoin de la convention co x 0 = 0).

6. Ensembles négligeables ; propriétés vraies presque partout
6.1. Définitions. Dans tout ce qui suit, (2, B, ) est un espace mesuré.

DEFINITION 6.1. On dit qu’un ensemble N < B est pu-négligeable s’il existe un
ensemble mesurable B tel que N € B et u(B) = 0.

Remarque 1. La définition n’impose pas que N soit mesurable.

Remarque 2. Un ensemble mesurable N est négligeable si et seulement si u(N) = 0.
(C’est évident par la propriété de croissance.)

Remarque 3. La famile des ensembles p-négligeables est héréditaire : si IV est
u-négligeable, alors tout ensemble N’ € N est p-négligeable.

Remarque 4. La p-négligeabilité dépend trés fortement de la mesure u considérée.

Exemple 1. Soit a € €, et soit d, la masse de Dirac au point a. Alors un ensemble
N < Q) est d,-négligeable si et seulement si N % a.

Exemple 2. Le seul ensemble négligeable pour la mesure de comptage u. est N = .

DEFINITION 6.2. Soit P(x) une propriété dépendant de x € Q. On dit que P(x) a
lieu p-presque partout si l’ensemble des x € 2 ne vérifiant pas P(x) est pu-négligeable.

Par exemple, étant donné a € €2, on a “x = a” J4-presque partout; tandis que
“presque partout relativement a la mesure de comptage p.” est une maniere compliquée
de dire “partout”.

La proposition suivante est trés importante.
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ProPOSITION 6.3. Toute réunion dénombrable d’ensembles p-négligeables est -
négligeable.

Démonstration. Soit (N;)ier une famille dénombrable d’ensembles négligeables, et
soit N := [ J,.; N;. Pour tout i € I, on peut trouver B; € B tel que N; < B; et u(B;) = 0.
Alors B := ;. € B et u(B) < Y },c; #(B;) = 0 par sous-additivité dénombrable ; donc
w(B) = 0. Comme N < B, cela prouve que N est p-négligeable. O

COROLLAIRE 6.4. Toute conjonction dénombrable de propriétés vraies p-presque
partout est encore vraie p-presque partout : si (P;)er est une famille dénombrable de
propriétés vraies p-presque partout, alors la propriété “Nie I : Pi(x)” est elle aussi
vrate p-presque partout.

Démonstration. C’est évident : si on pose N; := {z € Q ne vérifiant pas P;(z)} et
N := {z € Q ne vérifiant pas “Vie I : Pj(x)”}, alors les N; sont p-négligeables et on
aN =N O

Ezxercice 1. Montrer que tout ensemble A y-négligeable dans RY est d’intérieur vide.

Ezxercice 2. Soit I € R un intervalle non trivial. Montrer que si deux fonction
continues f,qg: I — R sont égales \i-presque partout, alors elles sont égales partout.

6.2. Exemples d’ensembles Lebesgue-négligeables. Il est bon de disposer
d’'un “stock” d’ensembles dont on est certain qu’ils sont négligeables pour la mesure
de Lebesgue. On se contentera de quelques exemples rudimentaires.

Exemple 1. Tout ensemble dénombrable D < R est A\;-négligeable.

Démonstration. Par la Proposition 6.3, il suffit de montrer que tout singleton {a}
est Aj;-négligeable; ce qui est évident par définition de A\ puisque {a} est I'intervalle
“dégénéré” [a,a] et donc A\i({a}) = |[a,a]| = 0. O

Remarque 1. Comme R n’est pas A\j-négligeable, on en déduit immédiatement que
R n’est pas dénombrable. (Evidemment cette preuve n’est pas du tout élémentaire, car
elle repose sur l'existence de la mesure de Lebesgue.)

Remarque 2. Cet exemple ne donne qu'un critere tres grossier : il existe des quan-
tités de parties Ai-négligeables de R qui ne sont pas dénombrables.

FEzercice. Pour tout intervalle compact (non vide) I < R, notons Iy et I; les deux
sous-intervalles de I de longueur % |I| contenant respectivement 'extrémité gauche de
I et extrémité droite de I. Par “induction”, on définit des intervalles Is pour toute
suite finie s de 0 et de 1 (éventuellement vide) de la fagon suivante : Ig := [0, 1], puis
Iso = (Is)g et Is1 = (Is);. L’ensemble triadique de Cantor est par définition

K::ﬁ U L.

n=0 se{0,1}"

(i) Montrer que si @ = (ag,aq,...) est une suite infinie de 0 et de 1, alors
ﬂf:o Iog..a,, €st réduite a un point z,, et qu'on a z, # xg si @ # 3. En
déduire de K n’est pas dénombrable.

(ii) Calculer \; (Use{o,l}" IS) pour tout n € N, et en déduire que A\ (K) = 0.

Exemple 2. Soit N un entier au moins égal & 2. Si v : I — R est une application
de classe C' d’un intervalle I € R dans RY, alors T' := ~(I) est Ay-négligeable.
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Démonstration. On sait que l'intervalle I est réunion dénombrable d’intervalles
compacts In, n € N. Alors v(I) = (J,,7(In), donc il suffit de montrer que les v(I;,)
sont négligeables. On s’est donc ramené au cas ou l'intervalle I est compact ; disons
I = [a,b]. Dans ce cas, I" est compact (par continuité de ), donc certainement borélien.
(Dans le cas général, I" est réunion dénombrable de compacts, et donc encore borélien.)

Comme 7 : [a,b] — RN est de classe C!, sa dérivée 7' est bornée sur le com-
pact [a,b]; donc v est lipschitzienne (pour n’importe quelle norme sur RN ), d’apres
I'inégalité des accroissements finis. Fixons une constante K telle que

Vs,t € fa,b] : [y(t) =(s)]oo < K|t — .

Soit R € N* quelconque, et soit a = 59 < s1 < --+ < sg = b la subdivision de [a, b]
obtenue en découpant [a,b] en R intervalles de longueur 7 := b_T“- On a

R-1 R-1
T =([a.b]) = | ) v([si,5i1]) = | J T
1=0 =0

Sit € [si,sit1] alors [y(t) —v(si)[0 < K[t — s;] < K'n. Donc 7(t) appartient a la
boule By | (v(si), Kn) pour tout t € [s;, si+1], autrement dit

I; € By, (v(s:), Kn) == P

Mais comme on utilise la norme || - ||, les P; sont des “pavés cubiques” de coté 2K71.
(En écrivant (s;) = (x1,...,zn),ona P, =[z1—n,x1+n] x -+ x [ay —n,2n +7].)
En particulier, Axy(P;) = (2Kn)". Comme I'; < P;, on a donc Ax(I';) < (21)" pour

i=0,....N—1,don
R—1
AN (U Fi)
i=0

R-1
< Z An(L3)
i=0

R x (2Kn)N .

An(T)

N

Comme n = %, on obtient donc une majoration de la forme

C C
B TR
ou C' est une constante indépendante de R. Ceci étant vrai pour tout entier R > 1 (et
comme on suppose que N = 2); on en déduit Ay (I") = 0.

An(T) < R x

Exemple 3. Si N > 2, alors toute droite L € RY est Ay-négligeable.

Démonstration. C’est un cas tres particulier de ’exemple précédent. En effet, si @
est un vecteur directeur de L et si on fixe un point p € L, alors on peut écrire L = v(R)
ot 7 : R — RY est I'application C! définie par y(t) =p +t . O

Ezercice. Montrer que si A € R? est un polygone ou un disque fermé, alors \o(A) =

A2 (A).

REMARQUE 6.5. Il n’est pas difficile de généraliser un peu I’Exemple 2. Soient
N, d e N* avec d < N. Convenons de dire qu'un ensemble ¥ € R¥ est d-paramétrable
s'il est réunion dénombrable d’ensembles de la forme ¥ = ®(A), ou A < R? est réunion
dénombrable de pavés compacts P, et ® est de classe C' sur chaque P,. En adaptant
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la preuve de I’Exemple 2, on montre que st d < N, alors tout ensemble d-paramétrable
¥ < RY est A\y-négligeable.

Exemple 4. Tout sous espace affine E < RY de dimension d < N est négligeable.

Démonstration. Soit a € E, et soit (u7,...,ug) une base du sous-espace vectoriel
de RN associé a E. Alors E = ®(RY), ot1 & : R? — R est I'application (de classe C!)
définie par ¢(ty,...,tq) = a + Zf t;u; ; donc E est d-paramétrable. O

7. Mesure de Lebesgue et aire intuitive

Tout le monde a une idée intuitive de ce qu’est I’aire d’une partie raisonnablement
simple du plan. Par exemple, I’aire d’un rectangle quelconque (& cotés pas forcément
paralleles aux axes de coordonnées) est égale au produit des longueurs de deux cotés
adjacents, et ’aire d’un triangle est égale a la moitié du produit d’une base quelconque
par la hauteur correspondante. (On apprend aussi que Iaire d’un disque de rayon R
est égale & TR2...)

Cela étant, maintenant qu’on a introduit la mesure de Lebesgue, on peut dire que
par définition, I'aire d'un borélien A < R? est égale & A\y(A). La moindre des choses est
évidemment de montrer sans tricher qu’il n’y a pas de conflit entre ces deux notions
d’aire (“aire Ag” et “aire intuitive”).

Appelons figure simple tout ensemble A € R? qui peut se décomposer comme

A=Aju--UAp,

ou les A; sont des triangles pleins (intérieur plus frontiere) presque disjoints, i.e.
d’intérieurs deux a deux disjoints.
L’aire intuitive d’une telle figure simple A sera notée aire(A). On a par définition

aire(A) = aire(Ay) + - - + aire(An),

pour n’importe quelle décomposition de A en triangles presque disjoints A;. (Il fau-
drait vérifier que la somme ) aire(4;) est indépendante de la décomposition de A en
triangles presque disjoints A; ; ce qui est faisable “a la main”, mais loin d’étre évident.)

On peut maintenant énoncer le résultat de “non conflit” entre les deux notions
d’aire disponibles pour les figures simples.
PROPOSITION 7.1. Si A € R? est une figure simple, alors Aa(A) = aire(A).

Démonstration. On utilisera constamment le fait suivant.

FarT. Si A et A’ sont des figures simples presque disjointes, alors A\y(A U A) =
)\Q(A) + )\Q(A/).

Preuve du Fait. Comme A et A’ sont presque disjointes, A N A’ est une réunion
finie de segments (éventuellement vide ou réduite & un nombre fini de points). Donc
A2(A N A') =0; d’ot le résultat par le Corollaire 3.3. O

Cas 1. Cas ou A est un triangle rectangle dont les cotés de ’angle droit sont
paralleles aux axes de coordonnées.

Soient a et b les longueurs des cotés de 'angle droit, et A’ le triangle symétrique
de A par rapport au milieu de ’hypoténuse de A. Alors P := A U A’ est un rectangle
a cotés paralleles aux axes de coordonnées, donc \o(P) = ab. De plus, A et A’ sont
presque disjoints, et on a Ag(A’) = A2(A) car la mesure de Lebesgue est invariante
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par symétries centrales (c¢f I'Exercice 1 apres le Lemme 5.2). Donc A\2(P) = A2(A) +
A2(A") = 2X5(A), et donc Ap(A) = 2 = aire(A).

CAs 2. Cas ou A est un rectangle quelconque.

C’est le cas le plus compliqué, qui en fait est équivalent a 'invariance par rota-
tions de la mesure Ay. Comme on ne peut pas tricher en utilisant cette invariance par
rotations, il faut faire les choses a la main. Bien entendu, on suppose que les cotés de
A ne sont pas paralleles aux axes de coordonnées. On notera a et b les longueurs de
deux coOtés adjacents de A.

On peut compléter A en un grand rectangle R & cOtés paralleles aux axes de
coordonnées, en construisant sur les cotés de A des triangles rectangles Aq,..., Ay &
cotés de l'angle droit paralleles aux axes de coordonnées. Comme A et les A; sont
presque disjoints, on a

4
(7.1) A2(R) = A2 (A) + 2 A2 (4)
i=1

Les triangles A; vont par paires. Notons z,y les longueurs des cOtés de 'angle
droit pour les 2 triangles dont ’hypoténuse est de longueur a, et u,v pour ceux dont
I’hypoténuse est de longueur b. Quitte & permuter z,y et u, v, les longueurs A et B des
cotés du grand rectangle R sont alors données par

A=xz+u et B=y+v.

Comme R et les A; ont des cotés paralleles aux axes de coordonnées, on a A2(R) =
(z + u)(y + v) par définition de Az, et X\a(4A;) = % ou & d’apres le Cas 1. Donc
I’équation (7.1) devient

I (m+u)(y+v)—z(%+%)

2 2
= v+ yu.
Par ailleurs, on a d’apres le théoreme de Pythagore :
(7.2) 2+ =a® et u?+0? =02,
Enfin, en considérant les angles des triangles A;, on voit qu’on a aussi
xr v
(7.3) " =

En élevant au carré l'identité A\2(A) = zv + yu et en utilisant (7.3) et (7.2), on
obtient

A(A)? = 2%0® + 2zuyv + yPu?
= 220% + (zu)? + (yv)? + y*u?
= 22(u® + %) + 2 (v + )
= (2% +yH)p* = a®b?.
Donc A2(A) = ab = aire(A).

CAs 3. Cas ou A est un triangle rectangle quelconque.



38 2. TRIBUS ET MESURES

Dans ce cas, on obtient la formule attendue en utilisant le Cas 2 et en raisonnant
comme dans le Cas 1.

Cas 4. Cas ou A est un triangle quelconque.

Notons A, B, C les sommets de A, et H le pied de la hauteur issue de A. Si H
appartient au segment [BC], alors A est la réunion presque disjointe des triangles
rectangles ABH et AHB; donc \y(A) = \y(ABH) + A2 (AHC), et par le Cas 3 :

1 1 1 1
Si H est extérieur au segment [BCY, on a par exemple B € [HC]. En considérant le
triangle AHC', on obtient comme précédemment

1 1
A2 (A) = 5 (HC — HB) x AH = §BC x AH = aire(A).
CAs 5. Cas général.

La figure simple A se décompose en triangles presque disjoints Aq,..., Ay, et on
a alors Aa(A) = Xa(A1) + -+ + X2 (An) = aire(A), d’apres le Cas 4. O

Ezercice. Montrer que si D € R? est un disque ouvert de rayon R, alors \o(D) =
7 R%. (On pourra commencer par calculer, pour tout entier n > 2, ’aire d’un polygone
régulier a 2™ cOtés inscrit dans D.)



Chapitre 3

Applications mesurables

1. Définition et critéres de mesurabilité

DEFINITION 1.1. Soient (Q,B) et (¥, B') deuz espaces mesurables. On dit qu’une
application f : Q — Q' est (B, B')-mesurable si

VAeB : f (A eB.

Il y une similitude formelle évidente avec la caractérisation bien connue (ou si on
préfere, la définition) de la continuité : une application f : Q — ' entre deux espaces
métriques est continue si et seulement si f~1(O) est ouvert dans Q pour tout ouvert
O < V. On verra cependant que la mesurabilité est une notion beaucoup plus “souple”
que la continuité, car elle est préservée par beaucoup plus d’opérations.

Remarque 1. Comme “(B, B’)-mesurable” n’est pas tres joli a l'oeil, on emploiera
systématiquement les raccourcis suivants.

e Lorsque ' est un espace métrique, on dit que f : Q — Q' est B-mesurable si
elle est (B, B(£Y))-mesurable, ou B(£Y') est la tribu borélienne de .

e Lorsque Q et €' sont tous les deux des espaces métriques, on dit que f : Q —
est borélienne si elle est (B(Q), B(Q'))-mesurable.

Dans le méme esprit, au lieu d’écrire “f : Q — Q' est (B, B')-mesurable”, on écrira
souvent “f : (Q,B) — (', B’) est mesurable”.

Remarque 2. En réalité, il arrivera aussi tres souvent qu’on dise simplement “mesu-
rable” au lieu de “(B, B’)-mesurable” si les tribus avec lesquelles on joue sont clairement
identifiées. Ainsi, on peut dire qu'une application f est mesurable si et seulement si
f~1(B) est mesurable pour tout ensemble mesurable B

Voici un exemple évident, mais quand méme important.

Exemple. Toute application constante est mesurable, quelles que soient les tribus
au départ et a I'arrivée.

Démonstration. Si f : Q@ — Q' est constante, f(x) = «, alors, pour tout ensemble
A c Y, 'ensemble f~1(A) est soit vide (si a ¢ A), soit égal &  (si a € A). Dans les
deux cas, f~1(A) est mesurable. O

La proposition suivante dit que pour vérifier la mesurabilité d’une certaine appli-
cation, il n’est pas nécessaire de “tester” sur tous les éléments de la tribu B’ a arrivée,
mais seulement sur tous les ensembles appartenant a une certaine famille de parties
engendrant B’. C’est un résultat tres utile dans la pratique.

PROPOSITION 1.2. Soient (Q,B) et (¥,B') deur espaces mesurables, et soit f :
Q — Q. On suppose qu’il existe une famille C < B’ telle que o(C) = B’ et VC € C
f~HC) e B. Alors f est (B, B')-mesurable.

39
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Démonstration. Posons By := {A < V'; f~1(A) € B}. Comme B est une tribu, on
vérifie sans difficulté que By est une tribu de parties de ' (exercice; on dit que By est
la tribu image de B par f). Comme C < By par hypothese, on a donc B’ = o(C) < By ;
autrement dit : f~1(A) € B pour tout A e B'. O

COROLLAIRE 1.3. St Q et Q' sont des espaces métriques, alors toute application
continue f: Q — Q' est borélienne.

Démonstration. On applique la proposition en prenant pour C la famille de tous
les ouverts de €. Comme f est continue, on sait que f~1(O) est ouvert dans € (donc
borélien) pour tout O € C, d’ou le résultat puisque o(C) = B()') par définition de la
tribu borélienne. 0

Exemple. Soit u € RY. L’application 7, : RV — RN définie par 7,(z) = = — u est
continue, donc borélienne; et si A < RY, alors 7, 1(4) = A 4+ u. On en déduit que si
A < RY est borélien, alors A + u aussi.

Ezercice 1. Soit h : R? — R? une homothétie. Montrer que h(A) est borélien pour
tout borélien A < R2.

Ezxercice 2. Soient Q1,...,QN des espaces métriques. Montrer en utilisant le Co-
rollaire 1.3 que si Aq,..., AN sont boréliens dans §2q,..., QN respectivement, alors
Ap x -+ x Ay est borélien dans 1 x --- x Q. (Considérer les “projections cano-
niques” mj : Q1 x -+ x Qy — Q;.)

Ezercice 3. Soit (f,) une suite d’applications mesurables d’un espace mesurable
(Q, B) dans un espace métrique complet £'. On note E I'ensemble des points z € 2 tels
que la suite (f,(z)) converge dans €. Montrer que E est mesurable.

NOTATIONS. Pour toute fonction f : € — R et pour «, 3 € R, on pose
(f>a}i=foe® (o) >a}l ot {f<p}i-{zve f(z)<p}.
COROLLAIRE 1.4. Soit (Q, B) un espace mesurable. Pour une fonction f : ) — R,
les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) f est B-mesurable ;
(2) {f > a} € B pour tout « e R;
(2) {f < B} € B pour tout B € R.
Démonstration. Comme {f < o} = f~'(Jo,®]) et {f < B} = f~Y([~o,B]), il
suffit d’appliquer la proposition avec C := {]a, 0]; @ € R} ou C = {[—0,5[; 5 € R}.

Dans les deux cas, la famille C engendre B(R) d’apres la Proposition 4.11 du Chapitre
2. O

COROLLAIRE 1.5. Si I est un intervalle de R, toute fonction monotone f: I — R
est borélienne.

Démonstration. Comme f est monotone, les ensembles {f > a} sont des intervalles
(vérifier), donc des boréliens de 1. O

COROLLAIRE 1.6. Soit (Q, B) un espace mesurable, et soit f : @ — R™ x. .. xR™N,
On écrit f(x) = (fi(x),..., fn(x)), avec fj(x) € R™ pour j = 1,...,N. Alors f est
B-mesurable si et seulement ses “composantes” f1,..., fn le sont.
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Démonstration. Suposons que f soit B-mesurable. Pour j € {1,...,N} et pour
A <€ R™i borélien, on a

FHA) = FTHR™ X A X R,

et donc fj_l(A) € B puisque f est B-mesurable et R™! x ---x A X ---x R™N est borélien
dans R™ x -+ x R™ x --- x R™~. Ceci étant vrai pour tout borélien A € R™J, on
voit donc que f; est B-mesurable, pour tout j € {1,..., N}.

Inversement, supposons que fi,..., fy soient B-mesurables. Pour montrer que f
est B-mesurable, il suffit de vérifier qu’on a f~(P) € B pour tout pavé P < R™ x
coo X RMN = R™MHHMN G ear les pavés engendrent la tribu borélienne de R™1++mN,

Soit P un pavé quelconque de R™! x --- x R™N, On peut écrire P = P; x --- x Py,

ou Pj est un pavé de R™ pour j = 1,..., N. Avec ces notations, on voit que f(x) € P
si et seulement fj(x) € P; pour j = 1,...,N; autrement dit
FHP) = fTH(P) a0 fy (P
Comme les f; sont B-mesurables, on en déduit f -1(P)eB. O

COROLLAIRE 1.7. Une fonction f : Q — C est mesurable si et seulement si Re(f)
et Im(f) le sont.

Démonstration. C’est immédiat en identifiant C & RZ = R x R. O

EXERCICE 1.8. Soient {21, ..., Qy des espaces métriques séparables. Montrer qu’une
application f: Q2 — Q1 x -+ x Qn est B-mesurable si et seulement si ses composantes
fl, v ;fN le sont.

La proposition suivante est un résultat de “recollement” tres utile. Rappelons la no-
tion de la tribu trace induite sur un sous-ensemble : si (€2, B) est un espace mesurable
et si £ < €, alors la tribu trace Bg < P(F) est définie par

Bg :={BnE; BeB}.

PROPOSITION 1.9. Soient (2, B) et (¥, B') deux espaces mesurables, et soit (£;)ier
une famille dénombrable d’éléments de B telle que | J,c; 2 = Q. Une fonction f: Q —
Yest (B,B')-mesurable si et seulement si sa restriction a chaque Q; est (Bq,,B')-
mesurable.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on a Bg, < B pour tout ¢ € I, car §2; € B.

Supposons que f soit (B, B’)-mesurable. Pour tout ensemble A < ' et pour tout
i eI, on a (f'Qi)_l (A) = f~1(A) n Q;. Donc (fmi)_l (A) € Bg, si A € B, car
f~1(A) € B; autrement dit, fia, est (Bq,, B')-mesurable. (Ici, il n’est pas nécessaire de
supposer que €2; est mesurable.)

Inversement, si fi, est (Bg,, B')-mesurable pour tout i € I alors, comme =
Uier €4 et que 'ensemble d’indices I est dénombrable, on a pour tout A e B’ :

|:|

Remarque. La preuve précédente a montré que si F est une partie quelconque de
Qetsi f:Q—Q est (B,B')-mesurable, alors fig est (Bg, B')-mesurable.
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COROLLAIRE 1.10. Awvec les notations précédentes, on suppose que 0 et Q' sont
des espaces métriques et que les Q; sont des boréliens de Q. Alors f : Q — Q' est
borélienne si et seulement si sa restriction a chaque €; est borélienne.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition, car B, =
B(£2;) pour tout i € I d’apres la Proposition 4.2 du Chapitre 2. O

COROLLAIRE 1.11. Soient (2, B) et (', B') deuz espaces mesurables, et soit f :
Q — Q. Sl existe une partition dénombrable (2;)ic; de Q en ensembles mesurables
telle que f soit constante sur chaque ;, alors f est mesurable.

Démonstration. C’est évident par la proposition : la restriction de f a chaque §2;
est constante, donc (Bg,, B)-mesurable. O

COROLLAIRE 1.12. Soient Q et ' deux espaces métriques, et soit f : Q — Q. Si
l’ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable, alors f est borélienne.

Démonstration. Notons D = {a;; i € N*} 'ensemble des points de discontinuité
de f. Posons également Qy = Q\D. Alors g est borélien car D l'est (tout ensemble
dénombrable dans un espace métrique est borélien), et la restriction de f a g est
continue (donc borélienne) puisque € est 'ensemble des points de continuité de f. De
plus, si on pose Q; = {a;} pour i > 1, alors les §2; sont boréliens (!) et la restriction de
f & chaque ©; est constante (donc borélienne!!). On peut donc appliquer le corollaire
1.10. ]

Remarque. Ce dernier résultat montre en particulier que si I est un intervalle de
R, alors toute fonction f : I — C continue par morceauz est borélienne.

Ezercice 1. Soient Q et ' deux espaces métriques, et soit (£2;);c; une famille de
parties de € telle que | J;c; €% = 2. On suppose ou bien que tous les €; sont ouverts,
ou bien que tous les §2; sont fermés et que la famille (£2;) est finie. Montrer qu’une
application f : Q — € est continue si et seulement si sa restriction a chaque €; est
continue.

Exercice 2. Soiet Q et € deux espaces métriques. Montrer que pour toute fonc-
tion f : Q@ — €, 'ensemble des points de continuité de f est un borélien de ;
plus précisément, une intersection dénombrable d’ouverts. (On pourra commencer par
vérifier que f est continue en un certain point x si et seulement si pour tout € > 0, on
peut trouver un voisinage ouvert V' de z tel que Yu,v eV : d(f(u), f(v)) <e.)

2. Propriétés de stabilité

Le résultat suivant est & peu pres évident, mais tout a fait essentiel (comme est
le résultat correspondant pour les fonctions continues).

PRrROPOSITION 2.1. Si f : (,B) — (U,B) et g : (V,B) — (Q",B") sont mesu-
rables, alors go f: (Q,B) — (", B") est mesurable. Avec des mots : la composée de
deux fonctions mesurables est une application mesurable.

Démonstration. Si B € B”, alors

(go /)" (B)=f'(g71(B)) e B.
Hl—/
BEB
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COROLLAIRE 2.2. Si f,g : (2,B) — C sont mesurables, alors f + g et fg sont
mesurables, et f/g est mesurable si g ne s’annule pas.

Démonstration. Soient ® : - Cx Cet S : C x C — C définies par ¢(x) :=
(f(x),g(z)) et S(u,v) = u+ v. Alors ® est B-mesurable d’apres le Corollaire 1.6, et
S est continue donc borélienne. Donc f + g = S o ® est B-mesurable par composition.
On montre de méme que fg et f/g sont mesurables. O

REMARQUE 2.3. Ce dernier résultat est vrai également pour des fonctions a valeurs
dans [0,00] :si f,g: Q — [0,00] sont mesurables, alors f + g et fg le sont également.
Plus généralement, si f et g sont mesurables & valeurs dans R, alors f + ¢ est mesurable
des lors qu’elle est bien définie en tout point, et fg est mesurable.

Démonstration. Pour f + g, la preuve est essentiellement la méme que plus haut.
Voici cependant les détails : 'application “somme” S est bien définie et continue sur
A = (R x R)\{(o0, —00); (90, 0)}, qui est ouvert dans R x R, donc borélien, et la
fonction ® = (f,g) est borélienne et prend ses valeurs dans A car f + g supposée
définie en tout point; donc f + g = S o ® est borélienne par composition.

Pour fg, il faut faire attention car le produit n’est pas continu sur R x R. On peut
par exemple procéder comme suit. Si on pose Qy := {zx € Q; f(x) = 0 ou g(x) = 0},
alors g et Q1 := N\Qp = {x € Q; f(z) # 0 et g(x) # 0} sont mesurables car f et
g le sont. La restriction de fg a g est identiquement nulle, donc mesurable; et la
restriction de fg a €27 est mesurable “par composition” car le produit est continu sur
(R\{0}) x (R\{0}). Donc fg est mesurable “par recollement”. O

COROLLAIRE 2.4. Les fonctions mesurables a valeurs complexes forment un espace
vectoriel (et méme une algebre).

Démonstration. C’est immédiat par le corollaire 2.2. O

On va voir maintenant que la mesurabilité est préservée par “enveloppe supérieure
ou inférieure dénombrable”. Dans tout ce quit, si (f;)ics est une famille de fonctions
définies sur un méme ensemble €2, a valeurs dans R, on note sup, f; et inf; f; les fonctions
définies par

(sup fi) (@) = sup fi(w) et (inf f;)(2) = inf fi(a).
i iel @ el

PROPOSITION 2.5. Si (fi)ier est une famille dénombrable de fonctions mesurables,

fi 1 (2, B) — R, alors les fonctions sup; f; et inf; f; sont mesurables.

Démonstration. Soit f := sup, f;. Par définition, si o € R, alors ’équivalence sui-
vante a lieu pour tout x € Q :

fl@)>a<==3Jiel : fi(r)>a.
Avec les notations du Corollaire 1.4, on a donc
{f>a} =i > a}.
iel

Ainsi, tous les ensembles {f > «} sont mesurables, car ce sont des réunions
dénombrables d’ensembles mesurables; et donc f = sup; f; est mesurable d’apres le
Corollaire 1.4.

On montre de méme que la fonction inf; f; est mesurable en considérant les en-
sembles {inf; f; < a} ; ou bien “par composition” en observant que inf; f; = — sup;(—f;)
et en appliquant le cas déja traité aux fonctions — f;. ]
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Ezercice. Montrer que si (f;)ier est une famille quelconque de fonctions continues
sur un espace métrique 2, a valeurs dans R, alors les fonctions sup; f; et inf; f; sont
boréliennes.

COROLLAIRE 2.6. Si f,g : Q — R sont mesurables, alors les fonctions max(f, g)
et min(f,g) sont mesurables

Une conséquence tres importante de la Proposition 2.5 est le fait que la mesurabilité
est préservé par “passage a la limsup et a la liminf” (ce qui est évidemment faux pour
la continuité).

~ COROLLAIRE 2.7. Sfi(fn)neN est une suite d’applications mesurables, fy, : (Q,B) —
R, alors les fonctions lim f,, et lim f,, sont mesurables.

Démonstration. C’est évident d’apres la proposition puisqu’on a

lim f, = inf sup f,, et lim f, = sup inf f,.

neN m>n neN m=n

O

COROLLAIRE 2.8. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables sur (2, B), a
valeurs dans R ou dans C. On suppose que la suite (f,) convergence simplement vers
une fonction f : Q@ — R ou C. Alors f est mesurable. Avec des mots : toute limite
simple d’une suite de fonctions mesurables est une fonction mesurable.

Démonstration. Lorsque les f,, sont a valeurs dans R, le résultat est évident par le
corollaire précédent puisqu’on a f = lim f,. Pour des fonctions f,, & valeurs complexes,
on applique le “cas R” aux fonctions Re(f,,) et Im(f,,), en se souvenant qu'une fonction
a valeur complexe est mesurable si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
le sont. O

Remarque. En fait, toute limite simple d’une suite d’applications mesurables f,, :
Q — Q' a valeurs dans un espace métrique Q' quelconque est mesurable. Ce n’est pas
completement évident (on ne peut pas utiliser de limsup ou de liminf...). Un moyen
de le voir est de vérifier que si f, — f simplement et si C' est un fermé de ', alors
I’équivalence suivante a lieu pour tout x € Q :

f(x)eC < Ve>03INVn=N : dist(fn(z),C) <e.

De 14, il n’est pas difficile d’écrire f~!(C) comme intersection dénombrable de
réunions dénombrables d’intersections dénombrables d’ensembles mesurables. Donc
f71(C) est mesurable pour tout fermé C' < ; et donc f est mesurable puisque
les fermés engendrent la tribu borélienne de €0'.

Ezercice. Soit € un espace métrique. Montrer que pour tout point a € €2, on peut
trouver une fonction continue ¢, : © — R telle que ¢q(a) =1 et 0 < ¢o(x) < 1 pour
T # a, et en déduire que si la topologie de €2 n’est pas discrete, alors il existe une suite
de fonctions continues f, : £ — R qui converge simplement vers une fonction f non
continue. (Considérer des fonctions de la forme f,(z) = ¢(z)™.)

3. Fonctions étagées

3.1. Mesurabilité d’une indicatrice. Rappelons que si {2 est un ensemble, on
note 1g la fonction indicatrice d’une partie E de € :

1 sizeF
1E($):{0 siz¢ E
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On considérera 15 comme une fonction de €2 dans R (autrement dit, 'espace d’ar-
rivée est R et pas {0, 1}). Il sera bon d’avoir toujours en téte le fait suivant :

LEMME 3.1. Soit (2,B) un espace mesurable, et soit E < Q. Alors 1g est B-
mesurable si et seulement si E € B.

Démonstration. Si 1p est mesurable, alors E = (1g)"1({1}) € B. Inversement, si
E € B alors 1g est mesurable “par recollement”. O

Remarque. Si on ne veut pas utiliser la Proposition 1.9, on peut aussi montrer
directement que 1g est mesurable si E I'est : pour tout A < R, ensemble (15)71(A)
est égal soit a Q (si0e Aet 1€ A),soita E (siO¢ Bet1le B),soita E°(si0e Aet
1¢ A),soita & (si0¢ Aet 1¢ A); dans tous les cas (1g) 1(A) est mesurable.

3.2. Définition et caractérisations des fonctions étagées. Dans ce qui suit,
(2, B) est un espace mesurable.

DEFINITION 3.2. Une fonction ¢ : Q — C est dite B-étagée si elle est B-mesurable
et ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On notera (2, B), ou simplement £(Q2),
l’ensemble de toutes les fonctions B-étagées ¢ : 2 — C.

Remarque 1. Lorsque la tribu B est claire dans le contexte, on dira simplement
“étagée” au lieu de “B-étagée”. En particulier, une fonction étagée sur un espace
métrique  est une fonction borélienne ne prenant qu’un nombre fini de valeurs.

Remarque 2. Une précision importante : les fonctions étagées sont par définition a
valeurs numériques : elles ne prennent pas les valeurs oo et —oo.

Exemple 1. Si [a,b] est un intervalle compact de R, alors toute fonction en escalier
sur [a, b] est étagée.

Démonstration. Rappelons qu’une fonction ¢ : [a,b] — R est dite en escalier s'il
existe une subdivision (sg,...,sy) de [a,b] (i.e. a = s < -+ < sy = b) telle que ¢
soit constante sur chaque intervalle |z;, x;41[, 0 < i < N — 1. Une telle fonction ¢ est
continue par morceaux, donc borélienne ; et comme ¢ ne prend qu’un nombre fini de
valeurs, elle est donc étagée. ([l

Exemple 2. La fonction 1g est étagée sur R, mais elle n’est en escalier sur aucun
intervalle non trivial [a, b].

Démonstration. Comme Q est un borélien de R, la fonction 1g est borélienne
d’apres le lemme 3.1, donc étagée puisqu’elle ne prend que deux valeurs. Mais comme
tout intervalle non trivial contient des rationnels et des irrationnels, 1g n’est constante
sur aucun intervalle ouvert non vide, donc ne peut pas étre en escalier sur un intervalle
[a, b] non trivial. O

LEMME 3.3. Pour ¢ : Q) — C, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) ¢ est étagée;

(2) il existe une partition finie (Q1,...,Qn) de Q en ensembles mesurables telle
que o est constante sur chaque €; ;

(3) il existe E1,...,E, € B deur a deuz disjoints et a, ..., an € C tels que

n
Y = Zai 1g,;;
i=1
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n
(4) il existe En,...,Epe B et ai,...,a, € C tels que p = >, a; 1g,.
i=1
Démonstration. (1) = (2) supposons ¢ étagée, et notons aq,...,an les valeurs
prises par ¢ (les a; sont supposés deux a deux distinctes). Si on pose Q; := {¢ = a;} =
{x € Q; p(z) = a;}, on obtient une partition de €2, en ensembles mesurables car ¢ est
mesurable ; et par définition ¢ est constante sur chaque €;.
L’implication (2) = (3) est évidente : si (2) est vérifié, on peut prendre n := N et
E; :=Q; pouri=1,...,n; le nombre «; étant la valeur constante de ¢ sur E; = €);.
L’implication (3) = (4) est bien sur évidente... et 'implication (4) = (1) aussi : si
© = > a; 1, alors ¢ est mesurable car les 1, le sont d’apres le Lemme 3.1, et ¢
ne prend qu’un nombre fini de valeurs. O

COROLLAIRE 3.4. £(Q) est l'espace vectoriel engendré par les fonctions indicatrices
d’ensembles mesurables.

Démonstration. 11 est clair par définition que E()) est un espace vectoriel, car
les fonctions mesurables & valeurs complexes forment un espace vectoriel. Le fait que
E(Q) soit engendré par les fonctions indicatrices est exactement ce que dit la condition

(4). O

Remarque. En général, il y a plusieurs fagons d’écrire une fonction étagée sous la
forme )7 o 1g,. Par exemple, si on prend Q = R, alors 1pg 1 = Ljg 1o + 1p12,1] =
2111 — 10,1 — 21_1 o[- Cependant, il y a une écriture canonique : en notant

ai, ..., o, les valeurs distinctes prises par ¢, on a
n
Y= Z i L=,y -
i=1

3.3. Approximation par des fonctions étagées. Le résultat suivant est crucial
pour toute la théorie de I'intégration.

THEOREME 3.5. Soit (Q,B) un espace mesurable. Pour toute fonction mesurable
f:Q —[0,00], on peut trouver une suite croissante de fonctions étagées positives (py,)
qui converge simplement vers f (i.e. pn(x) — f(x) pour tout x € Q). On dit qu’une
telle suite (@) est une suite approximante pour f.

Démonstration. On définit d’abord des fonctions v, n € N* de la fagon suivante :

(1) si (1)<f(37)<%7
n S1 ﬁ<f($)<ﬁv
pt si =l < f(z) <1,
1 si 1< f(z) <1+ 1
@) = | 1++ si 145 <f(x)<l+2,
n - .
142 sio 14+ 2= < f(r) <2,
2 si 2< flz) <2+ 21,
n—1+221 s n—-1+21< f(z)<n,
n si f(z) = n.
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De maniere plus condensée :
n(z) = n s f(z) = n,
" z'—i—% si i+%<f(w)<i+% avec 0 < i,k <n—1.
Les 1, ne prennent qu'un nombre fini de valeurs, et elles sont mesurables “par
recollement” car pour n € N* fixé, tous les ensembles

k E+1 k k+1
Q@k::{xeﬂ;i—i-<f(x)<i++}=f1<{i+,i+ ki D
n n n

n

sont mesurables et 1, est constante sur chacun de ces ensembles; donc les 1, sont
étagées. Il est également évident qu’on a 0 < ¢, (x) < f(x) pour tout n et pour tout
x e

De plus ¥, () tend vers f(x) quand n — o0, pour tout z € Q. En effet, si f(z) = o0
alors ¢, (z) = n pour tout n = 1, et donc ¥, (z) — 00 = f(x); et si f(x) < o0, on peut
trouver un entier N(z) tel que f(z) < N(z), et on a alors 0 < f(z) — un(2) < 2 pour
tout n = N(z).

La suite (¢,) n’a aucune raison d’étre croissante ; mais si on pose

(pn(:E) = maX(d}l(x)? s ¢n($)) )

alors les ¢, sont toujours étagées, la suite (¢,,) est croissante, et elle converge également
vers f car ¥, < ¢, < f pour tout n = 1. O

REMARQUE 3.6. Si la fonction f est a valeurs réelles et bornée, alors la suite (¢y,)
définie dans la preuve du théoreme converge en fait uniformément vers f.

Démonstration. Avec les notations de la preuve du théoreme, 'entier N(z) peut
étre choisi indépendemment de x € . Par conséquent, la suite (¢,,) converge uni-
formément ver f, et donc (¢,,) aussi puisque ¥, < ¢, < f. O






Chapitre 4

Intégration abstraite, et moins abstraite

Dans tout ce chapitre, (£2, B, 1) est un espace mesuré fixé une fois pour toutes.

1. Intégrale des fonctions étagées positives

1.1. Définition et propriétés essentielles. Dans tout ce qui suit, on notera
ET(Q) lensemble des fonctions étagées positives sur € :

ET(Q) ={¢:(Q,B) - R; ¢ étagbe > 0} .
On devrait en fait écrire £1(£, B) ; mais on ne le fera pas, pour alléger la notation.

DEFINITION 1.1. Soit ¢ € ET(Q), d’écriture canonique

N
# = 2l ipmay
i=1

L’intégrale de ¢ sur Q par rapport &  est le nombre §o, o du € [0,00] défini par

N
| o= Y aintto=ap.

AUTRES NOTATIONS. On peut aussi écrire SQ o(x)dp(x); ou SQ @ si on veut une
notation la plus courte possible.

Exemple. Supposons que € soit un ensemble fini, et soit u. la mesure de comptage
sur Q. Alors toute fonction ¢ : Q@ — R™ est étagée, et on a

Lsaduc = > o).

e
Une autre maniere d’écrire la méme chose : si ¢y, ..., ¢y sont des nombres réels positifs
1, sy CN P

alors
N
Z G = f gOd:”C)
i=1 {1,...,N}

ou¢:{l,...,N} - RT est la fonction définie par ¢(i) = ¢; pour i = 1,..., N.

Démonstration. La preuve consiste a formaliser I’observation suivante. Si on a dans
son porte-monnaie une certain nombre de pieces, de différentes valeurs, il y a au moins
deux fagons de compter son argent : on peut additionner une a une les valeurs des
differentes pieces; mais on peut aussi commencer par regrouper les pieces selon leur
valeur, puis compter le nombre de pieces ayant une valeur donnée, multiplier par la
valeur en question, et tout ajouter.

Soient af,...,an les valeurs distinctes prises par ¢, et pour ¢ = 1,..., N posons
Q; = {p = «;}. Lécriture canonique de ¢ est donc ¢ = E{V o;lq,, de sorte que
o v duc = SV o #9.

49
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Comme les §2; forment une partition de 2, on a

Sy

Yo = ()
zeQ) i=1zeQ); \V/
N
= ) i #
i=1

f«pduc-
Q

Remarque 1. Pour tout ensemble mesurable A < Q, on a {, 14 dp = pu(A).
Remarque 2. A cause de la convention 0 x co = 0, on a SQ 0du = 0.

Remarque 3. On peut tres bien avoir SQ @dp = o0; et on peut aussi avoir SQ pdu =
0 méme si ¢ # 0. Par exemple, si Q = R et u = Ay, alors {p1dA; = A (R) = o et
fg lodA = M1 (Q) = 0.

Ezercice. Montrer qu'on a {, ¢ dpu < 0 si et seulement si p ({x; ¢(x) # 0}) < o0,
et §o@dp =0 si et seulement si pu ({z; p(z) # 0}) = 0.

LEMME 1.2. L’ntégrale des fonctions étagées positives posséde les propriétés sui-
vantes.

(1) Homogénéité : si o e ET(Q) et si e RT, alors {,(Ap) = A .
(2) Additivité : si o, € EX(Q), alors {(p + ) = §o + (.
Démonstration. La partie (1) est évidente (exercice). En revanche, la partie (2) ne
I’est pas.

Introduisons la terminologie suivante : si ¢ € £1(f), on appellera partition

adaptée a ¢ toute partition finie (2))rea de  en ensembles mesurables telle que
 soit constante sur chaque 2.

FAIT 1. Soit ¢ € ET(Q). Si (2x)aea est une partition adaptée a ¢ et si on note ¢y
la valeur constante de ¢ sur Qy, alors {;, pdu = 315, ex ().

Preuve du Fait 1. Soient aq,...,an les valeurs distinctes prises par . Pour i =
1,...,N, posons A; = {\ € A; c¢) = «;}. Alors Iécriture canonique de ¢ est
N

o= ailg, ouEi= ]
i=1 AEA;
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On a donc
Lsodﬂ - Z%M(U )

= Z Z (©2)) car les Q) sont disjoints
j AeA;

N
= Z Z ex () car o = ¢y si Ae Ay
= Z ex ,u(QA) car (Ay,...,AyN) est une partition de A.

O

FAIT 2. Si 9,9 € £ET(Q), on peut trouver une partition (2))xea adaptée a la fois
apeta.

Preuve du Fait 2. Soient (A;);er une partition adaptée a ¢, et (B}) ey une partition
adaptée a 1. Si on pose {); ; := A; n By, alors les (); ; sont mesurables, deux-a-deux
disjoints, et on a Ul ; 2 ; = Q. Les €2; ; non vides forment donc une partition de €2,
qui est visiblement adaptée a ¢ et a . O

On peut maintenant démontrer (2). Soient p,v € £7(Q), et soit (2))rea une
partition adaptée a la fois a ¢ et a 1 donnée par le Fait 2. Pour A € A, notons c) et d)
les valeurs constantes de ¢ et 1 sur Qy. Alors ¢ + ¢ = ¢y + dy sur Q), A € A, donc on
a d’apres le Fait 1 :

JQ(SD +) = e+ dy) p()

AeA
= D)+ ) dyp()
AeA AeA
= f e+ | ¥
Q Q
O
COROLLAIRE 1.3. Si p € £T(Q), alors, quelle que soit la maniére d’écrire
n
gpzZailEi avec E; € B et a; € RT,
on a
n
J Y= Z Q; M(Ez)
Q i=1
Démonstration. Par le lemme, on a §, o =" | {05 1g, = 3301 ou p(Ey). O

COROLLAIRE 1.4. L’intégrale SQLp est crotssante par rapport a ¢ : Si @1,p2 €
ET(Q) et si 1 < o, alors §o 1 < § w2

Démonstration. La fonction ¢ := @9 — @1 est étagée (les fonctions étagées forment
un espace vectoriel), et elle est positive par hypotheése; autrement dit ¢ € E7(Q).
Comme @3 = @1 + ¢, on a donc {2 = {014+ §o 0= {501 O



52 4. INTEGRATION ABSTRAITE, ET MOINS ABSTRAITE

FEzercice. Soit [a, b] un segment de R. Montrer que si ¢ : [a,b] — RT est en escalier,
alors

b
J pd\ = J o(z)dr (intégrale au sens “usuel”).
[a.b]

a

1.2. Intégrale sur un sous-ensemble. Rappelons que si E € €2, on note Bg <
P(E) la tribu trace induite par B sur FE,

B ={BnE; BeB}.
Si E est mesurable, on a Bg < B, et donc en fait
Bg=BnP(E)={AecB; AC E}.
On peut donc considérer la restriction pup de la mesure p a Bg, et on obtient ainsi
un espace mesuré (E, Bg, ug).

On a vu que si Si ¢ : 2 — R est mesurable, alors sa restriction pp a E est Bp-
mesurable (voir la remarque suivant la Proposition 1.9 du Chapitre 3). En particulier,
si g € £ET(Q), alors g € ET(E,Bg); donc on peut définir Vintégrale §,(¢p) dus.
Pour alléger les notations, on adoptera la convention suivante.

CONVENTION. Si ¢ € £%(Q), on écrit { ¢ du au lieu de §(op) dug.
Le fait suivant sera d’usage constant.

FAIT 1.5. Sip € ET(Q), alors on a pour tout ensemble mesurable E < ) :

f sodu=f 1ppdp.
E Q

Démonstration. C’est essentiellement évident, mais casse-pieds a écrire. Si ¢ =
n n N\ . s 7
Zi:l a; 14, avec A; € B, alors Y = Zi:l a;1g,~E ou les 14,~g sont considérées
comme des fonctions sur E, et 1gp = > | a; 14,~p ot les 14,~5 sont considérées
comme des fonctions sur €2; donc

fEsodu = JE(‘PlE)dME = Y eipp(AinE) = > oip(Ai 0 E) = L 1ppdu.
=1 i=1

O

Ezercice 1. Montrer que si ¢ € £7(€), alors I'intégrale {, ¢ est croissante par
rapport & I : si By € Ey, alors {5 ¢ < (g ¢.

Ezercice 2. Montrer que si A, B € B vérifient A n B = & et si p € ET(Q), alors

[ R A
AuB A B

2. Intégrale des fonctions mesurables positives

2.1. Définitions et remarques. Une fonction mesurable positive est par
définition une fonction mesurable & valeurs dans [0, 0] (la valeur oo est autorisée). On
notera M () 'ensemble des fonctions mesurables positives sur 2 :

M (Q) = {f : (Q,B) — [0, 0] mesurables} .
Comme pour les fonctions étagées, on devrait en fait écrire MM™ (12, B).

La définition de l'intégrale d’une fonction mesurable positive est tres vite donnée :
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DEFINITION 2.1. Pour toute fonction f € MM (Q), on pose

J fdp = Sup{f pdu; peET(Q), 0<90<f}-
Q Q
On peut également écrire §, f(x) du(x), ou {, f.
Remarque 1. Par définition, {,, f est un nombre positif, i.e. {, f € [0,00].

Remarque 2. Si f est étagée positive, on retrouve la définition donnée dans la
section précédente.

Démonstration. C’est clair par croissance de I'intégrale pour les fonctions étagées
positives (Corollaire 1.4). O

Remarque 3. L’intégrale SQ [ est croissante par rapport a f :si f,g € M (Q) et
si f <g,alors §, f <§g9.

Démonstration. Si f < g, alors il y a plus de fonctions étagés positives minorant

g que de fonctions étagées positives minorant f, donc le sup apparaissant dans la
définition est plus grand pour g que pour f. O

EXERCICE 2.2. Montrer que si f € 9™ (Q), alors {,(Af) = X {,, f pour tout XA e RF.

2.2. Le “Théoréeme de convergence monotone”. Le résultat suivant est cer-
tainement le le plus important de toute la théorie.

THEOREME 2.3. (convergence monotone)
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives, f, : (2,8) — [0,00]. On
suppose que la suite (f,) est croissante, i.e. fp(x) < fni1(x) pour tout n et pour tout
x € Q. Alors, en posant f(x) := limy_ o fo(x) (qui existe dans [0,0]), la fonction
f:Q —[0,00] est mesurable et on a

ffdu: limj fndu.
Q n=oJo

Autrement dit, on peut toujours permuter la limite et l'intégrale deés lors qu’on a affaire
a une suite croissante de fonctions positives :

L(lim fn)dp = lim L Fodp.

Démonstration. On a besoin du fait suivant, qui sera généralisé plus bas (Lemme
2.8).

FAIT. Soit ¢ une fonction étagée positive sur . Si (B,,) est une suite croissante
d’ensembles mesurables telle que Ugo B, = Q, alors SBn pdy — SQ pdp quand n — 0.

Preuve du Fait. Ecrivons p = Zf\; 1 @i 1g,, oules E; sont des ensembles mesurables
et les o sont des constantes positives. Alors {,, ¢ du = Zf\i L aip(E;). De plus, on a

§p.edun="Sq1p,0du, et 1p,0 =3, ailp, g, ; donc

N
f odyp = Z aip(By, N E;) .

n i=1
Mais pour i € {1, ..., N} fixé, la suite (B,, " E;) croit vers E;. Donc u(B, N E;) — u(E;)
pour i =1,..., N quand n — o0, et donc SBn pdp — Zf\il aip(E;) = §o o dp. O
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Démontrons maintenant le Théoreme de convergence monotone.

La fonction f est mesurable en tant que limite simple de fonctions mesurables; et
bien sur f est positive.

Comme la suite (fy,) est croissante, la suite des intégrales (SQ fn) est croissante et
admet donc une limite dans [0, c0]. De plus, on a f,, < f pour tout n puisque (f,,) croit
vers f, donc {, f < g, f pour tout n et donc

i, [ fdn< | Sl
Le point délicat est I'inégalité inverse (o, f dp < limy, oo §o frn dpe.
Par définition de I'intégrale SQ fdu, il s’agit de voir qu’on a

J pdp < lim J fndu
Q n=%Jo

pour toute fonction ¢ étagée vérifiant 0 < ¢ < f. Fixons une telle fonction .
Soit € €0, 1| quelconque. Pour n € N, posons

Bp:={faz(l-e)p} ={ze; fulz) = (1—¢)p(x)}.

Les B,, sont des ensembles mesurables car B, = {g, = 0}, ou g, := f, — (1 —¢) ¢
est une fonction mesurable bien définie & valeurs dans R, en tant que somme d’une
fonction mesurable & valeurs dans R et d’une fonction mesurable & valeurs réelles (voir
la remarque apres le Corollaire 2.2 du Chapitre 3). De plus, la suite (B,,) est croissante
car la suite (f,) 'est. Enfin, on a

Q.

e}
e

n=0
Soit en effet x € Q quelconque. Si p(z) = 0 alors x € By car fy = 0. Si p(z) > 0,
alors p(z) > (1 — ) p(x), donc f(z) > (1 —¢) p(x) puisque f = ¢, et donc on peut
trouver un entier n tel que f,(x) > (1 —¢) p(z) (d’ou = € B,) puisque f,(x) — f(x).

D’apres le Fait, on en déduit qu’on a

J pdu = limf pdu.
Q n—o0 Bn

Mais par définition de By, ona f, = (1 —¢) ¢ sur By, etdonc 1, fr, = (1 — €)1, ¢.
A fortiori f, = (1 —¢€) 1p,p, et donc {, fondu = §o(1—¢€)1p,pdu= (1—¢) {5 pdu.
Ainsi,
1
f god,u,éf fndu pour tout n € N.
1—¢ Q

n

En faisant tendre n vers l'infini, on en déduit

1
odu < lim | fndup pour tout € €]0,1[;
Q 1—¢ n>w Jg
d’ott §, pdp < limy, o §¢, fr dpp en faisant maintenant tendre € vers 0. O

On reviendra au Chapitre 6 sur les conséquences “pratiques” du théoreme de
convergence monotone. Pour le moment, on va juste en déduire quelques faits indis-
pensable pour la suite du présent chapitre.

COROLLAIRE 2.4. Si f € MT(Q), alors §, f = lim,—o §, o0, quelle que soit la
suite approzimante (¢n) € ET(Q) pour f.
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COROLLAIRE 2.5. L’intégrale des fonctions mesurables positives posséde les pro-
priétés suivantes.
(1) Homogénéité : si f e M (Q), alors §(Af) = A §g, f pour tout X € [0, 0].
(2) Additivité : si f,g € M (Q), alors §,(f +9) = §o f + §q 9-

Démonstration. (1) On a déja vu que le résultat est vrai si A < oo (Exercice 2.2);
il reste donc a traiter le cas A\ = oo. Pour n € N, posons f, := n f. La suite (fy,)
est croissante car f est positive, et f,(x) — o x f(z) pour tout x € Q, grace a la
convention o0 x 0 = 0. Par convergence monotone et le cas A < o0, on a donc

L(ooxf):nm (nf) — hmnff ooxff,

n—o0 Q n—0o0

ou on a a nouveau utilisé la convention o x 0 =

(2) Soient (¢n), () S E£T(Q) des suites approximantes pour f et g. Alors (o, +1y,)
est une suite approximante pour f + g, donc

f<f+g> — | e+
Q

(e )
- [ le

ol on a utilisé a la deuxieme ligne 'additivité de l'intégrale pour les fonctions étagées.
O

REMARQUE 2.6. Il est tres important de retenir le principe de la démonstration
précédente : si on veut démontrer une certaine propriété concernant l'intégrale d’une
fonction positive quelconque, il suffit de le faire pour une fonction étagée ; la conclusion
sera alors “gratuite” par approximation et convergence monotone.

Maintenant qu’on sait que l'intégrale est additive, on peut réappliquer le théoreme
de convergence monotone pour obtenir un résultat d’“interversion série-intégrale” op-
timal :

COROLLAIRE 2.7. Si (ug)ren est une suite quelconque de fonctions mesurables po-

sitives, alors
[(En)o-2
Zuk dquJukd,u.
2 \k=0 k=0 V<

Démonstration. La fonction f := Y.\ uy est bien définie (a valeurs dans [0, «]),
et on a f = lim, o fr OU fr 1= D _ouk. La suite (fy,) est croissante car les uy sont
positives, donc on a par convergence monotone et additivité de l'intégrale :

n 0
L=t f et 3 e 3 e
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2.3. Intégrale sur un sous-ensemble. On adopte la méme convention que pour
les fonctions étagées : si B < Q et si f € M*(Q), on écrit §, f dp aulieude §,(fip) dup .

On vérifie qu’on a encore
| ran=| 1esan.
E Q

Remarque. Si f € 9™ (2), alors I'intégrale {,, f du est croissante par rapport a E :
si B1 € F5, alors SEl f< SEQ f.

Démonstration. C’est évident par croissance de 'intégrale par rapport a la fonction
intégrée, puisque 1g, f < 1g,f. (On utilise bien entendu le fait que la fonction f est
positive.) O

LEMME 2.8. Si f € MT(Q), alors on définit une mesure sur (2, B) en posant

vi(A) == J fdu.
A
On dit que vy est la mesure de densité f par rapport a la mesure p.

Démonstration. On a vy(J) = 0 car 1z f = 0. Si (Ag)ken est une suite d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints, alors

0
1U120:0 Ap = Z 1A’€;
k=0
donc

() - (Gras) - § s Foao
O

COROLLAIRE 2.9. Si f € MT(Q) et si A, B < Q sont des ensembles mesurables tels

An B=¢, alors
JAUszfAf—i-fo.

Exercice 1. Soit f € MT(Q). Montrer que pour toute fonction g € M+ (), on a
Sogdvy =5g9fdu.

Ezxercice 2. Démontrer le Corollaire 2.9 en utilisant uniquement la définition de
lintégrale. (Commencer par vérifier que pour une fonction p € £7(Q), il revient au méme de

dire qu'on a ¢ < 14,5 f ou que ¢ peut s’écrire sous la forme ¢ = 1 + Y2, avec p1,p € ET(N)
vérifiant 1 < 14 f et 2 < 1pf.)

Le lemme suivant sera souvent utilisé. Il est d’une grande importance en théorie
des probabilités.

LEMME 2.10. (inégalité de Markov)
Si f e MT(Q), on a pour tout nombre réel a > 0 :

u<{f>a}) < i Lf}a}fdu< é fﬂfdu-
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Démonstration. Posons A = {f = «}. Par définition de A, on a f > a1 sur A, et
donc (par croissance de l'intégrale)

ffw fa1w=amm;

d’ott la premiére inégalité. La seconde est évidente par croissance de § g | par rapport
a k. O

FEzercice. On suppose que p(€2) < 00. Soit (ay,) une suite de réels positifs telle
que, pour une certaine constante C' > 0, la série Y. e~“*» est convergente. Montrer
que si u: @ — R est une fonction mesurable bornée, alors > 0" pu({|u| = an}) < 0.

(Commencer par observer qu’on a SQ el dy < o))
2.4. Role des ensembles de mesure nulle. On va voir ici que pour tout
ce qui concerne l'intégration, les ensembles négligeables “ne comptent pas”. (C’est

précisément ce qui les rend importants.) Pour des raisons esthétiques, on écrira sou-
vent “presque partout” au lieu de “p-presque partout”.

LEMME 2.11. Pour toute fonction f € M (Q), on a I’équivalence
de,u =0 <= f(x) =0 presque partout.

Démonstration. Supposons qu’on ait f(x) = 0 u-presque partout, et posons E :=
{f =0} ={z; f(x) = 0}. L’ensemble FE est mesurable, et on a 1gf = 0 par définition.
Donc f = 1qg\g f, et par conséquent

ff=f1wﬁw<(fwxmw)w=wxmmm=o
Q Q Q

Inversement, supposons qu’on ait SQ fdu = 0. Pour tout n € N* l'inégalité de
Markov (Lemme 2.10 avec a = 1/n) donne

u({f 1/n} J fdp=0.

Donc ,u({f > 1/n}> = 0 pour tout n € N* autrement dit f(z) < 1/n presque partout.
Comme f(z) =0 < VYneN* : f(z) < 1/n (puisque f = 0), on a donc f(z) =0
presque partout O

Remarque. On ne peut pas espérer avoir f(x) = 0 partout si SQ fdu =0 : par
exemple, SR 1gdAi = 0. De plus, il est essentiel de prendre garde au fait que le lemme
n’est valable que pour des fonctions positives.

Ezercice. Soit I un intervalle (non trivial) de R. Montrer que si f : [ — R* est
une fonction continue positive vérifiant SI fdA1 =0, alors f =0.

COROLLAIRE 2.12. Si N € B vérifie n(N) = 0, alors §y fdu = 0 pour toute
feMT(Q), et donc §, fdp = SQ\N fdpu.

Démonstration. La premiere égalité est claire puisque §y fdu = §o1n fdp et
1y f = 0 p-presque partout; et la deuxieme en découle par additivité relativement
au domaine d’intégration : SQ = SN + SQ\ N O

COROLLAIRE 2.13. Si f,g € MH(Q) vérifient f(x) = g(x) presque partout, alors
So fdp=Sqgdu.
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Démonstration. Soit E := {x € Q; f(z) = g(z)}. L’ensemble E est mesurable car
[ et g le sont (exercice), et on a pu(Q\E) = 0. Donc {, f = {, f et §,9 = (g parle
corollaire précédent, d’ou le résultat puisque f = g sur F. ]

COROLLAIRE 2.14. Si [a,b] est un segment de R, alors on a pour toute fonction
borélienne f : [a,b] — [0, 0] :

J Fd) :f Fd) =J Fd) =f Fd\ .
[a,b] ]a,b] [a,b] Ja,b[

Démonstration. Cela découle de I’additivité de l'intégrale par rapport au domaine
d’intégration et du fait que les singletons sont Aj-négligeables : par exemple,

fd)q:j fdx + fd)\l—l—f fdx = fdi.
] {a} [ {b}

[a,b ]a,b ]a’b[

]
LEMME 2.15. Si f € M (Q) vérifie § f du < o0, alors f(x) < o0 p-presque partout.

Démonstration. Soit N := {f = oo} = {z; f(x) = oo}. L’ensemble N est mesurable
et on a

OO>J fduzf fduzf 00 X 1ndp =00 x pu(N);
Q N Q
donc la seule possibilité pour p(N) est de valoir 0. O

Remarque. A nouveau, le “presque partout” est indispensable : il n'y a aucune
raison qu’on ait f(x) < oo partout. Par ailleurs, le lemme dit “si... alors”, et pas “si et
seulement si” : on peut évidemment avoir f(z) < oo partout et cependant {, f du = 0.
Par exemple, § 1d\; = 0.

3. Intégrale des fonctions a valeurs réelles ou complexes

3.1. Fonctions intégrables et définition de 1’intégrale.

3.1.1. Fonction a valeurs réelles. Pour définir l'intégrale des fonctions a valeurs
réelles, I'idée est de se ramener aux cas des fonctions positives en écrivant une fonction
f Q2 — R sous la forme

f =V —-u,
ou les fonctions u et v sont positives.

Il y a une manieére “canonique” de faire cela : pour toute fonction f : 2 — R, on
écrit

f=fr—rf,
o ft et f~ sont les fonctions définies par
ey @) sif@) =0, L0 sif@=o,
(@) { 0 sif(z)<0; ot @) —f(x) sif(zx) <O.
Autrement dit :

fH =max(f,0) et f~ =max(—f,0)=—min(f,0).

Les propriétés a retenir sont les suivantes : fTet f~ sont des fonctions positives d
valeurs finies, et on a

F=1"—f et |fl=f"+f"
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EXERCICE 3.1. Montrer qu’on a f* x f~ =0, et que I'écriture f = f* — f~ est la
seule écriture possible de f sous la forme f = v — u avec u,v > 0 vérifiant uv = 0.

Si f: Q — R est mesurable, alors f* | f~ et |f| sont des fonctions mesurables
positives, donc §, f*du, §o f~du et {|f| sont des nombres positifs bien définis,
éventuellement égaux a 0.

DEFINITION 3.2. Soit f: (2, B) — R mesurable. On dit que f est intégrable sur
Q par rapport 6 i si on a §,, fTdu < o et §o f~dp < o0. Dans ce cas, on pose

— + o -
i Lo Lo
On peut aussi écrire (¢, f(x) du(z), ou §g, f.

Remarque 1. Si f est intégrable, alors SQ fdup est un nombre réel bien défini. Au-
trement dit : I'intégrale d’une fonction intégrable ne peut pas valoir oo ou —o0

Remarque 2. Si f est une fonction positive, alors f = f* et f~ = 0, donc f est
intégrable au sens précédent si et seulement si on a SQ fdp < oo, et dans ce cas SQ fdu
au sens de la définition est bien égal a SQ fdu au sens de la section précédente. Ainsi,
on voit que les fonctions positives ne sont pas toutes “intégrables”, méme si I'intégrale
d’une fonction positive existe toujours dans [0, o0]. La terminologie “intégrable” est
donc assez malheureuse. 1l faudrait utiliser un autre mot, mais il est difficile d’aller
contre un usage si bien établi. (Cependant, on rencontre parfois le mot sommable
comme synonyme de “intégrable”.)

Exemple 1. La fonction constante 1 est intégrable par rapport a u si et seulement
si la mesure p est finie, i.e. pu(2) < 0.

C’est évident puisque §i, 1dp = p(Q).

Exemple 2. Une fonction étagée ¢ : @ — R (pas forcément positive!) est intégrable
par rapport & p si et seulement si u({¢ # 0}) < 0.

Démonstration. Remarquons d’abord que comme les intégrales SQ ot et SQ ©~ sont
des nombres positifs, elles sont toutes les deux finies si et seulement si {, o + {5 ¢~ <
0.

Notons «ai,...,an les valeurs strictement positives prises par la fonction ¢, et
—QN41,---,—n+ les valeurs strictement négatives (on a donc a; > 0 pour i =
0,...,N + M). Posons Q; := {¢ = «;} pour 1 <i < N, et Q; := {¢ = —q;} pour
N < i< N+ M. Alors {p # 0} = UNIMw;. De plus, on a ot = SV a;1q, et

- M — N
O~ = YNy ilg, done § ot du + §o o7 dp = 31 o p(€). Comme tous les ay
sont strictement positifs, cette somme est finie si et seulement si p(§2;) < 0o pour tout
i; et comme p({p # 0}) = p (UZJ\:{M Q,) = S MHML0,), il revient au méme de dire
quon a pu({p # 0}) < 0. O

3.1.2. Fonctions a valeurs complexes. Pour définir I'intégrale d’une fonction f a
valeurs complexes, on se raméne évidemment au cas des fonctions a valeurs réelles en
considérant séparément la partie réelle et la partie imaginaire de f.

DEFINITION 3.3. On dit qu’une fonction mesurable f : Q — C est intégrable sur Q
par rapport o p si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont. Dans ce cas, on pose

L Jdp = L Re(f) du + i L Im(f) du .
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Comme il se doit, on peut aussi écrire (o, f(x) du(zx) ou §q f

Autrement dit, si f = u + iv avec u, v a valeurs réelles, alors

o= i =] uvif v

et on a ainsi (ce qui n’a lair de rien mais qu’il ne faut pas oublier)

() [ o (]5) -

Ezxercice. Montrer u'une fonction étagée ¢ : 0 — C est intégrable sur () si et
seulement si elle est de la forme ¢ = le\il alg, avec u(E;) < oo pouri=1,...,N.

3.1.3. Caractérisation de l'intégrabilité. Les définitions précédentes ne sont pas tres
“opérationnelles” : pour montrer qu’'une fonction f : 0 — C est intégrable, il faudrait
en théorie écrire f = u + iv avec u,v a valeurs réelles, puis montrer séparement que
les 4 fonctions u™,u",v,v” ont une intégrale finie. Heureusement, il y a un moyen
beaucoup plus efficace de vérifier I'intégrabilité d’une fonction.

PROPOSITION 3.4. Une fonction mesurable f : Q0 — C est intégrable par rapport a
st et seulement si on a

| 1t <o

Démonstration. Considérons d’abord le cas d’une fonction f a valeurs réelles. Dans
ce cas, [ est intégrable si et seulement si §, f* + {, f~ < oo car {;, f* et §, f* sont
des nombres positifs. Mais comme |f| = f* + f~, on a {5 f* + {, f~ = {5 |f| par
additivité de 'intégrale des fonctions positives, d’ou le résultat dans ce cas.

Si f est a valeurs complexes, on écrit f = u + iv avec u et v a valeurs réelles. On
a alors |u| < |f] et [v] < [f]; donc {, Ju] < {,|f] et §,|v] < §|f| par croissance de
lintégrale des fonctions positives, et donc u et v sont intégrables (i.e. f est intégrable) si
§o | f] < co. Inversement, si f est intégrable alors §, | f| < §o(Jul+[v]) = {q [u]+{ Jv] <
o0, ou on a utilisé la croissance et ’additivité de I'intégrale des fonctions positives.

O

COROLLAIRE 3.5. Si la mesure p est finie, i.e. u(Q2) < oo, alors toute fonction
mesurable bornée f : ) — C est intégrable par rapport a p.

Démonstration. On a o [fldp < §q | fllo die = | flloo x p(Q2) < 0. O

COROLLAIRE 3.6. St I < R est un intervalle borné de R, alors toute fonction
borélienne bornée f : I — C est intégrable par rapport a (la restriction de) la mesure
de Lebesgue 1.

Démonstration. C’est évident puisque Ai(I) = |I| < . O

Ezercice. Soit f : Q — R mesurable. Montrer qu’on a {, [f| = {o /T + §o, f~ sans
utiliser 'additivité de I'intégrale des fonctions positives.

3.2. Intégrabilité sur un sous-ensemble. Comme on s’y attend, on dit qu'une
fonction mesurable f :  — C est intégrable sur un ensemble E < ) par rapport a
si la fonction f|g est inégrable par rapport & ug (la restrictions de mesure y a la tribu
trace Bg). Par la Proposition 3.4 appliquée & J|g, il revient au méme de dire qu’on a

| 1t <ce.
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En particulier, comme { | f| < {, [f], on en déduit immédiatement le fait suivant :

Farr. Si f: Q — C est intégrable sur €, alors elle est intégrable sur tout ensemble
mesurable £ < .

Comme (| f|du = §, |15 f|dp, on en déduit aussi que f est intégrable sur E si et
seulement si la fonction 15 f est intégrable sur €2 ; et on vérifie tres facilement qu’on a

alors
J fdu=f 1g fdu.
E Q

3.3. Propriétés de I’intégrale. Dans toute la suite, on notera £! = L1(, B, )
I’ensemble de toutes les fonctions mesurables f : Q — C intégrables par rapport a pu.
Par la Proposition 3.4, on a donc

L =LY, B, p) = {f : (2, B) — C mesurables; f |f]dp < oo} :
Q

Il faut faire tout de suite la remarque suivante :
FAIT 3.7. L' est un espace vectoriel.

Démonstration. Si f,g e L et X € C, alors les fonctions f-+g et Af sont mesurables.
Par croissance et additivité de I'intégrale des fonctions positives, on a

| el < | arietah = | 11+ | 1ol <o

donc f 4 g € £'. De méme, on a par homogénéité : So Al = IAl x §o [f] < o0, donc
AfeLll.
]

THEOREME 3.8. L’intégrale posséde les propriétés suivantes.

(1) Linéarité : si f,ge L' et \e C, alors

Jsa=]se]a e [On=a]r

(2) Croissance : si f, g€ L' sont A valeurs réelles et si f < g, alors So f <$q9-

(3) Majoration du module : si f € L', alors

Jruf< L

Démonstration. (1) (i) Montrons que §,(f +g) = §o f + {5 9-

Si f et g sont réelles, on écrit f = f* — f~ et g = g* —g~. On a alors deux fagons
d’écrire f + g, asavoir (fT +g")—(f"+9g )=f+g9g=(f+9)" —(f +9)~. Donc

f+9) "+ +9 =(f+9 +f+g"

Par additivité de l'intégrale pour les fonctions positives, on en déduit

R R K K N
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(o)~ L)
(BRI
el

Si f et g sont a valeurs complexes, on applique le “cas réel” aux parties réelles et
imaginaires de f et g, ce qui donne immédiatement le résultat (exercice).

et on obtient ainsi

| o= o] Gra

(ii) Montrons maintenant qu’on a §o,(Af) = X {, f pour tout A € C.

On sait déja que la formule est valable si f > 0 et si A e RT.

Si f est réelle de signe quelconque et A € RT alors (A\f)T = AfT et (A\f)™ = \f~;
donc §o(Af) = So AT = §o A~ = Ao =S5of7) = A{o f, ot a utilisé le “cas
positif”.

Si f est réelle et A € R™, alors §, Af + {(=Af) = §o(Af) + (=Af)) = 0 par
additivité ; donc {(Af) = —§o(=Af), et donc §,(Af) = Af, f puisque {(=\f) =
(=) § f par le cas précédent.

En écrivant f = u + v, on en déduit immédiatement que la formule est encore
valable pour f a valeurs complexes et A € R.

Pour conclure, il suffit maintenant de voir que si f est a valeurs complexes, alors
§o(if) =i §o f: ce qui n'est pas difficile : si f = u + v, alors if = —v + iu, donc
§oif) =So(=v) +ifqu=—fqv+ifou=i(§qu+ifov) =if,f.

(2) Par linéarité, §, g — §, f = §(g — f) = 0 puisque g > f.

(3) (i) Si f est a valeurs réelles, la preuve est immédiate : on a —|f| < f < |f],

donc
-] r< [ i

par croissance et linéarité ; autrement dit ‘SQ f | < SQ |f].

(ii) Pour une fonction f a valeurs complexes, ce n’est pas complétement immédiat.
L’idée est de choisir un nombre complexe w tel que |w| =1 et ’SQ f ‘ = w §;, f. Comme
‘SQ f’ est un nombre réel, on a alors (en utilisant la linéarité de 'intégrale)

[ (o) (1) - [

d’ou |SQ f | < SQ |f| par croissance de l'intégrale des fonctions a valeurs réelles, car
Re(wf) < wf] = |f]- O

COROLLAIRE 3.9. Si ¢ : Q — C est une fonction étagée intégrable, alors, quelle
que soit la facon d’écrire p = 3" | o; 1, avec E; € B vérifiant p(E;) < © et o € C,

on a n
f¢=Z%M&»
Q i=1

Démonstration. Comme u(E;) < oo pour tout i, les fonctions 1g, sont dans L.
Donc le résultat est clair par linéarité de I'intégrale. 0

COROLLAIRE 3.10. Si f € L! et si A, B < § sont deux ensembles mesurables tels
que AnB =, alors §, pf=$,f+$5f
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Démonstration. Comme An B =, onalsg,g=14+ 1p; donc

LUBf=LlAuBf=L(lAerle)=L1Af+Lle=Lf+fo7

ol on a utilisé la linéarité de 'intégrale. O

Exercice. Soit f € £L'. Montrer qu’on a |SQ fdp| = SQ | f| si et seulement si il existe
une constante w € C de module 1 telle que f(z) = w|f(z)| p-presque partout. Dans
le cas ou f est a valeurs réelles, montrer qu’on a ‘SQ f d,u‘ = SQ |f| si et seulement si
f (a:) > 0 u-presque partout ou f (x) < 0 p-presque partout.

3.4. Extension des définitions. Dans certaines situations, il peut arriver qu’on
ait affaire & une fonction f dont on a bien envie d’écrire 'intégrale, mais qui n’est
peut-étre pas mesurable. On va voir ici qu’il est facile de contourner cette difficulté.

LEMME 3.11. Soient fi,fo : Q@ — C ou [0,0] deuz fonctions mesurables. On
suppose qu’on a fi(x) = fa(x) p-presque partout.

(1) Si f1 et fo sont positives, alors S, f1 du = (¢, f2 dp.
(2) f1 est intégrable par rapport 4 u si et seulement si fo l'est; et dans ce cas, on
a SQfld,U = SQde,U-

Démonstration. La partie (1) a déja été vue. Comme |fi| = |fa| presque partout,
on a (o [fildu = §o|f2| du, donc fi est intégrable par rapport & u si et seulement si
fa Vest. Dans ce cas, on a [§q, f1dp — §g, fodp| = |So(f1 — f2) du| < § | f1 — fol du = 0,
la dernieére égalité venant du fait que la fonction mesurable positive |fi — fa| est nulle
presque partout. ]

Ce lemme justifie la définition suivante. Convenons d’appeler fonction p-presque
partout définie toute fonction f a valeurs complexes définie sur un ensemble FE < ()
tel que Q\F est négligeable. On dira qu’une fonction u-presque partout définie est
p-mesurable si elle est p-presque partout égale a une fonction mesurable.

DEFINITION 3.12. Soit f : Q — C ou [0, 0] une fonction pu-presque partout définie.

(1) Si f est u-mesurable et positive, on pose §o, f du = §, ]?du, ot f est n’importe
quelle fonction mseurable positive égale a f presque partout.

(2) On dit que [ est p-intégrable au sens de Lebesgue si [ est p-presque
partout égale a une fonctzon mesurable f Q — C intégrable par rapport a L.

On pose alors (o, fdu = |, fdu, ou f est n’importe quelle fonction intégrable
par rapport a pu €gale o f presque partout.

On notera £1(£2, 1) 'ensemble de toutes les fonctions p-intégrables f : Q — C :

LY, p) == {f : Q@ — C; p-intégrable} .

Remarque. La référence a la tribu B a disparu, car £'(, 1) de dépend que de la
mesure p = Aj.

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice. Notons d’abord que les
fonctions p-presque partout définies forment de manieére évidente un espace vectoriel :
si f et g sont chacune p-presque partout définie, alors la propriété “f et g sont toutes
les deux définies au point z” est vraie u-presque partout, donc f + g est u-presque
partout définie.
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PROPOSITION 3.13. LY(Q, 1) est un espace vectoriel, et les propriétés de l'intégrale
restent les mémes.

L’exercice suivant est important pour vérifier qu’on a bien compris ce dont il est
question.

EXERCICE 3.14. Soit (f,) une suite de fonctions p-mesurables, f, : @ — C. On
suppose que (f,) converge p-presque partout vers une fonction f : Q — C presque
partout définie. Montrer que f est py-mesurable.

4. Dirac, comptage et Riemann

4.1. Intégration par rapport & une masse de Dirac. Soit ) un ensemble
non vide quelconque, et soit a € §2 fixé. Rappelons que la masse de Dirac §, au point
a est la mesure définie sur B = P(2) par

1 sidsa
da(A) = {0 §iAda pour tout ensemble A < Q.

PROPOSITION 4.1. Pour toute fonction f:Q — [0,0], on a
| 1as. = 1.
Q

Démonstration. Soit f :  — [0,00] quelconque. Comme “x = a” J,-presque par-
tout, on a f(x) = f(a) d.-presque partout, i.e. f = f(a)1 d4-presque partout, donc
§o fdoa = §o fla)1dé, = f(a) x 6,(2) = f(a). O

COROLLAIRE 4.2. Toute fonction f : Q — C est intégrable par rapport a o4, et on

fﬂ £ dda = f(a).

Démonstration. Si f : Q@ — C est quelconque, on a (par la proposition appliqué a
la fonction positive |f]) {,|f|dda = |f(a)] < ©; donc toute fonction f : @ — C est
intégrable par rapport a d.

Notons F(2) l'espace vectoriel de toutes les fonctions f : Q — C. Les applications
[ o fdds et f— f(a)sont des formes linéaires sur F(£2) ; et par la proposition, ces
formes linéaires coincident sur les fonctions positives. Comme les fonctions positives
engendrent I'espace vectoriel F(£2), on a donc bien {,, f dd, = f(a) pour toute fonction
f:Q—->C. O

4.2. Intégration par rapport a la mesure de comptage. Soit {2 un ensemble
non vide quelconque, et soit u. la mesure de comptage sur §2,

(4) = o sl A est infini
Rl = YA si A est fini

On a observé au chapitre 2 que

u(A) = Z 0z(A) pour tout ensemble A < Q).

el

PROPOSITION 4.3. Pour toute fonction f: Q — [0,00], on a

Lfduc =) fl@).

el
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Démonstration. Montrons d’abord que la formule est valable pour toute fonction

étagée positive @,

C’est un calcul direct :

J pdpe
Q

N
4,022041'1& avec o; € RT.

i=1

=

S
Il
—_

&%) :uc(Ei)

a; < a:(Ez)>
e

N
Z( Oéz‘5z(Ez‘)>
zeQ) \i=1
S

ze)

Z o(z) par la Proposition 4.1 .
e

-
hd

S
Il
—

Soit maintenant f : 2 — [0, 0] quelconque, et soit (@, )nen une suite approximante
pour f (i.e. une suite croissante de fonctions étagées positives tendant vers f). On a

L Jdpe

= lim
n—0o0

= lim
n—0o0

el

¢ die  par convergence monotone
Q
Z on(x) parle “cas étagé”

2 f(z) par convergence monotone pour les sommes .

0

COROLLAIRE 4.4. Une fonction f : N — C est intégrable sur N par rapport a la
mesure de comptage . si et seulement si la série Y, f(n) est absolument convergente,

et on a alors

JNfdﬂc :nz_:of(n)

Démonstration. Par la Proposition appliquée a la fonction positive |f]|, on a

fN Fldpe= Y 1f @) = X 1£0)]:
n=0

neN

donc f est intégrable par rapport a . si et seulement si > f(n) est absolument conver-
gente. La formule souhaitée se déduit alors du “cas positif’ et de la linéarité des ap-

plications f — > f(n) et f— § f dpe. O

REMARQUE 4.5. On obtient de la méme fagon des résultats analogue pour n’im-

porte quelle mesure discrete

n= Zpi(sxzw

€N
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ou (x;)ien est une suite de points de € et les p; sont des réels positifs. En particulier,
dans le cas ou 2 = R, la fonction z — x est intégrable par rapport a u si et seulement
si la série > p; x; est absolument convergente, et on a alors

o0
J wdp(x) = ) piai,
R i=0

On peut interpréter ce résultat de la fagons suivante. Soit X une “variable aléatoire
discrete” a valeurs réelles, i.e. une variable aléatoire réelle dont ’ensemble des valeurs
possibles est dénombrable. Notons zg,x1,... les valeurs possibles de X, et posons
pi :=P(X = z;) = Px({x;}). On dit que la variable aléatoire X admet une espérance
si la série (éventuellement finie) > z; P(X = x;) = Y p; x; est absolument convergente ;
et dans ce cas, 'espérance de la variable aléatoire X est le nombre réel E(X) défini
par

E(X) =Y &iP(X = ;) = ). pii.
=0 i>0
Ainsi, on voit que X admet une espérance si et seulement si la fonction = — x est
intégrable par rapport & la mesure Px (la loi de X)), et qu’on a alors

E(X) = ijdIP’X@).

4.3. Intégrale au sens de Riemann. Pour les fonctions définies sur un segment
[a,b] de R, on connaissait déja une théorie de l'intégration, a savoir 'intégrale au sens
de Riemann. 1l est évidemment indispensable de préciser le lien entre les deux théories
qu’on a maintenant sous la main (intégrale au sens de Riemann et intégrale par rapport
a la mesure de Lebesgue A1) : par exemple, il serait préoccupant que 'intégrale au sens
de Lebesgue d’une fonction continue sur un segment [a,b] ne soit pas égale & son
intégrale au sens de Riemann ; et il serait également un peu béta d’avoir élaboré une
théorie quand méme plus compliquée que celle de Riemann pour s’apercevoir qu’elle
s’applique en fait & moins de fonctions.

Rappelons rapidement la définition de l'intégrale au sens de Riemann. Dans tout
ce qui suit, [a,b] est un intervalle fermé borné de R.

e Une fonction ¢ : [a,b] — R est dite en escalier s'il existe une subdivision
a =5y < -+ < sy = b de intervalle [a,b] telle que ¢ soit constante sur chaque
intervalle ouvert J; :=]s;, s;41[, 0 <i < N —1:

o(x)=a; sur J; =]si,siv1]-

On pose alors

b N-1 N-1
f o(z)der = Z a; || = 2 a; (Siy1 — Si) -
a i=0 i=0
Il faut vérifier que cette somme est bien indépendante de la subdivision “adaptée”
a @; ce qui n'est pas tres difficile mais demande quand méme un peu de soin (cf le
preuve du Lemme 1.2).

La signification géométrique de la formule est claire : en faisant un dessin, on voit
que SZ ©(x) dx est aire algébrique déterminée par le graphe de ¢ entre a et b (laire
au dessus de 'axe des abscisses est comptée positivement, et celle en dessous de 'axe
des abscisses est comptée négativement).
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e Pour toute fonction bornée f :[a,b] — R, on pose

b b
J f:=sup {J o(z) dz; ¢ en escalier, ¢ < f} ,

Ja a

et b b
J f= inf{f o(z) dz; 1 en escalier, ¥ > f} .

Ce sont des nombres réels bien définis précisément parce que la fonction f est
bornée.

On dit que la fonction f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si on a
SZ f= Sz f, et on note alors SZ f(z) dz cette valeur commune :

Lbf=ff(x)dfv= ff.

Exemple 1. Toute fonction continue f : [a,b] — R est intégrable au sens de Rie-
mann sur [a, b] ; plus généralement, toute fonction continue par morceauz est intégrable
au sens de Riemann.

Exemple 2. Toute fonction monotone sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann.

Exemple 3. La fonction 1g n’est intégrable au sens de Riemann sur aucun intervalle
[a, b] non trivial. (En revanche, elle est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue
A1 sur [a, b], avec S[a p Lo dA =0.)

Démonstration. C’est 'exemple classique qu’on donne en leére année. Le point clé
est que tout intervalle ouvert J # J contient a la fois des rationnels et des irrationnels ;
autrement dit, 1g prend la valeur 1 et la valeur 0 sur tout intervalle ouvert non trivial.
On en déduit que si ¢ est une fonction en escalier sur [a, b] telle que ¢ > 1g, alors ¢ > 1
sur chacun des intervalles ouverts Jy, ..., Jy_1 définis par une subdivision adaptée
a=s)<-+<sy=b,et donc SZ¢(x)dx >SN M x| =1x(b—a)=b—a.
Donc S:)L 1g > (b—a) > 0. On montre de méme qu’on a SZ 1lg <0x(b—a)=0; donc

ST; 1p # SZ 1g, et 1g n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. O

Le lien entre I'intégrale au sens de Riemann et 'intégrale au sens de Lebesgue est
donné par la proposition suivante.

PROPOSITION 4.6. Si f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann, alors elle
est Ai-intégrable au sens de Lebesgue sur [a,b] et on a

b
fdh :f f(z)dx.
[a,b] a

Démonstration. Démontrons d’abord que tout se passe pour le mieux pour les
fonctions en escalier.

FAIT. Si ¢ : [a,b] — R est en escalier, alors ¢ est intégrable par rapport & A; et
b
S[a,b] pdA\ = Sa o(x)dx.

Démonstration. La fonction ¢ est borélienne et bornée, donc intégrable par rapport
a A1 sur [a,b] car l'intervalle [a, b] est borné (Corollaire 3.6).
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Soit a = sp < -++ < sy = b une subdivision de [a,b] adaptée a ¢,

ot)=a; sur J; =]si,si41[ , 0<i<N-—1.

On a alors
N-1 N
Y = Z a; 1y, + 2 plai) Ligys
i=0 i=0
et donc
N-1 N
| ean = X e+ 3 elad htsi)
[a,b] i=0 i=0
N-1
= Z a; | Ji] car A\1({s;}) = 0 pour tout ¢
i=0

ﬁﬂ@m.

a

0

Soit maintenant f : [a,b] — R intégrable au sens de Riemann. Par définition de
SZ f et SE f, on peut trouver deux suites (p,) et (¢,) de fonctions en escalier avec
on < f < 1, pour tout n € N, telles que SZ on(x)de — SZf et SZ Un(x)dr — SZf.
Comme f est supposée intégrable au sens de Riemann, on a donc
b b b
lim | ¢p(x)de = f f(z)dx = lim | t¥p(z)dx;
a n—o a

—
nOOa

et donc, par le Fait :

b
(4.1) lim on dA = j f(z)dx = lir{.lo Y dA; .
b a n—

0 Jab] ;0]

Posons alors ¢ := sup,,~ o ¢n et ¢ := inf,,>0 ¥y, Les fonctions ¢ et 1) sont boréliennes
d’apres la Proposition 2.5 du Chapitre 3. De plus, on a ¢g < ¢ < f < 9 < g, donc ¢
et 1 sont (& valeurs finies et) bornés sur [a,b|. En particulier ¢ et v sont intégrables
sur [a, b] par rapport & A\; (Corollaire 3.6); et il faut garder en téte on a

p<f<y.

Par croissance de 'intégrale de Lebesgue et comme ¢, < ¢ < 1 < 9, on a

| onivs| pans<| vans| wian
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]
pour tout n € N. Comme S[a b P dA1 et S[a b] Y dA1 tendent toutes les deux vers

SZ f(z)dz par (4.1), on en déduit

b
f <pd)\1=J f(a:)dxzf WdA .
[a,b] a [a,b]

Par linéarité de 'intégrale, on a donc S[a b (Y — ) dA; = 0; et comme ¢ — ¢ = 0,
cela entraine que ¥ — ¢ = 0 Aj-presque partout. Donc f = ¢ = ¢ A\j-presque partout
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puisque ¢ < f < 1. Ainsi, la fonction f est Aj-intégrable sur [a, b], avec
b b
f fd)qu god)q:f f(z)dx.
a [a,b] a

Remarque 1. La proposition précédente, combinée au contre-exemple 1g, montre
que [l'intégrale au sens de Lebesgue est une extension stricte de [’intégrale au sens
de Riemann : toute intégrale de Riemann est une intégrale de Lebesgue, mais il y a
plus de fonctions intégrables au sens de Lebesgue que de fonctions intégrables au sens
de Riemann. Il y en a méme “énormément plus”, puisque n’importe quelle fonction
Ai-mesurable bornée sur un intervalle [a,b] est intégrable au sens de Lebesgue sur
[a,b].

D’un point de vue tres pragmatique, cela signifie ceci : d’une part, si on a affaire
a une fonction sympathique f : [a,b] — R (par exemple, continue par morceaux ou
monotone), alors on peut jouer avec son intégrale comme on ’a toujours fait puisque
cette intégrale est la méme que celle définie par la théorie de Riemann ; et d’autre part,
la collection de jouets s’est considérablement enrichie puisque des fonctions fort peu
sympathiques comme 1g en font maintenant partie.

0

Remarque 2. La proposition ne dit pas que toute fonction intégrable au sens de
Riemann est borélienne, ce qui n’est pas vrai. C’est une des raisons pour lesquelles il
est trés commode d’avoir étendu la définition de 'intégrabilité a des fonctions non-
nécessairement “mesurables” (i.e. boréliennes dans le cas présent).

Remarque 3. 11 est naturel de se demander s’il existe une caractérisation intéressante
des fonctions intégrables au sens de Riemann. C’est effectivement le cas : une fonction
bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si et seulement si [’ensemble
de ses points de discontinuité est négligeable. On démontrera ce trés beau résultat
(dt a ... Lebesgue) un peu plus tard. Pour le moment, on observera juste que cette
caractérisation explique de facon particulierement limpide “pourquoi” la fonction 1g
n’est intégrable au sens de Riemann sur aucun intervalle [a, b] non trivial : cette fonc-
tion est en effet discontinue en tout point. A I'inverse, on déduit immédiatement de ce
résultat qu’'une fonction bornée f : [a,b] — R dont ’ensemble des points de disconti-
nuité est dénombrable est intégrable au sens de Riemann ; ce qui englobe évidemment
le cas des fonctions continues par morceaux, mais aussi celui des fonctions monotones
(exercice intéressant).

FEzercice. Notons p la mesure de Lebesgue Aj. Soit € un borélien de R tel que
1(Q) < o0, et soit f: Q — R une fonction borélienne bornée. On pose m := infq f et
M := supg f. A toute subdivision pointée ¥ = ((Jo, %0), - . -, (Jn,, yn—1)) de I'intervalle
[m, M] (i.e. (Jo,...,Jn—1) est un découpage de [m, M| en intervalles fermés et yj, €
Ji), on associe la somme de Lebesgue

N-1
L(f,%) = ) nl{f € Te}) .
k=0
Montrer que L(f, ) tend vers SQ fdu quand le “pas” de la subdivision ¥ tend vers 0.






Chapitre 5

Intégration sur un intervalle de R

1. Cadre et notations

Dans ce chapitre, la lettre I désignera toujors un intervalle de R, de nature quel-
conque (ouvert, fermé, semi-ouvert), borné ou non. Le mot “intégrable” signifiera tou-
jours “Aj-intégrable” au sens de la Définition 3.12 du Chapitre 4, ou A\ est la mesure
de Lebesgue. (En réalité, on ne considérera que des fonctions boréliennes. Le point
important est qu’on intégre par rapport a la mesure de Lebesgue.)

Si f: I — C est une fonction ou bien boélienne positive, ou bien intégrable sur
I, on écrira S[ f(x)dx au lieu de SI fdA1. Ceci est en accord avec ce qu’'on a vu a la
fin du chapitre précédent, a savoir que la théorie de Lebesgue est une extension de la
théorie de Riemann. Comme la notation “Riemannienne” f(x)dx est sans doute plus
familiere que la notation “Lebesguienne” f d)\;, on préférera la premiere a la seconde,
méme si I'intervalle d’intégration I n’est pas fermé borné. Bien entendu, on peut aussi

écrire §; f(t) dt ou §; f(u) du...

Sil = (a,b) avec —00 < a < b < o0, on écrira en fait généralement SZ f(z) dx plutot
que S(a b) f(z) dzx ; et on pourra méme écrire Ss f si cela semble judicieux. (Ces notations
ne sont pas ambigues, car du point de vue de 'intégration la nature de l'intervalle I
n’a aucune importance ; ¢f le Corollaire 2.14 du Chapitre 4.)

On dira qu'une fonction f : I — C est localement intégrable sur [ si elle
est intégrable sur tout intervalle compact [a, f] € I. Par exemple (et ceci est parti-
culierement important), toute fonction continue est localement intégrable sur I.

La “relation de Chasles”
w U w
o=+ s
u u v

est valable pour toute fonction f : I — C borélienne positive ou localement intégrable,
et pour u,v,w € I vérifiant u < v < w. (Cela vient du fait que [u,v] = [u, w[u[w,v]
et done §p, 1 = §uf + )

Siu,v €l avec u < v, on pose

Lu f(z)dzx = —va(a:) dx .

Avec cette convention, la relation de Chasles est valable pour tous u,v,w € I, quel
que soit 'ordre dans lequels les points sont rangés, a condition que la fonction f soit
localement intégrable sur I. On a besoin de supposer f localement intégrable pour
éviter les blagues du style oo — c0.

Ezxercice. Soit f : I — C une fonction borélienne. Montrer que f est localement
intégrable si et seulement si, pour tout ¢ € I, on peut trouver un voisinage V de t dans
I tel que f est intégrable sur V.

71
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2. Des choses trés importantes a ne pas oublier

Le résultat sans conteste le plus important concernant les “intégrales pour enfants”
est ce qu’on appelle le théoréme fondamental de ’analyse :

THEOREME 2.1. Soit I un intervalle de R et soit f : I — C une fonction continue.
Soit également xg € I, et soit F: I — C la fonction définie par

Flz) = j F(t)dt.

Alors F est de classe C' et F' = f.

Démonstration. Comme f est continue, il suffit de montrer que F' est dérivable en
tout point, avec I’ = f.
Fixons un point x € I. Si h € R\{0} est tel que z + h € I, alors on a d’une part

T+h
F(x+h)—F(z) = J f(t)dt d’apres la relation de Chasles;

T

et d’autre part

1 1 x+h
f@) =5 xhi@ = [ s,
Par linéarité de I'intégrale, on en déduit :
Fx+h)—-F(x 1 [rth
NP - [ G0 - s@) .
En notant I;(h) est l'intervalle fermé d’extrémités x et = + h, on a donc
F(z+h)— F(z) 1
- J@) | o @)
h L0 ' )
1
f) = f(z)|dt
L0 i) |
< sup [f(t) - f(2)],
tel,(h)
d’ou on déduit immédiatement, par continuité de f au point x, que w tend
vers f(z) quand h — 0. O

COROLLAIRE 2.2. Toute fonction continue sur un intervalle I < R posséde des
primatives.

C’est évident par le théoréme ; mais tres loin de I’étre si on ne dispose pas de 1'outil
“intégrale” !

COROLLAIRE 2.3. Si f = I — C est continue et si a,b€ I, alors

b
b
J f(t)dt = [F], = F(b) — F(a),
ot F' est n’importe quelle primitive de f sur I.

Démonstration. La quantité [F ]Z ne dépend pas de la primitive F' choisie, car
deux primitives quelconques de f sur lintervalle I différent d’une constante (ce qui
n’est pas évident); et si on prend F(x) := S;CO f(t) dt comme dans le théoreme, alors

[F]b = SZO f=5f= Sg f par la relation de Chasles. O
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COROLLAIRE 2.4. Si F': I — C est de classe Ct, alors on a pour tous u,v el :
v

F(v) — F(u) + f F'(t)dt.

u

Démonstration. On applique le corollaire précédent a f := F’! U

COROLLAIRE 2.5. (formule d’intégration par parties)
Siu et v sont deuz fonctions de classe Ct sur I, alors on a pour tous a,be I :

b b b
J ’U/’U = [U’U]a — J UU,.
a a

Démonstration. C’est clair par le corollaire précédent appliqué a F' := uv : on a
F' = v/v+ uw' et donc [F]Z:SZu’v—i-SZuv’. O

Bien que tres facile & démontrer, la formule d’intégration par parties est extraordi-
nairement utile, dans des situations tres variées. Sans exagérer, on peut dire qu’une fois
sur deux, intégrer par parties regle les difficultés qu’on peut avoir avec une intégrale.

Ezercice 1. Déterminer les primitives de f(¢) = log(t) sur |0, 0.

Exercice 2. Calculer par partzes So T t2 en écrivant =1x et en déduire

1+t2 1+t2 ’

la valeur de l'intégrale So o t2)2

Ezercice 3. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C! sur un segment [a,b] € R,
et soit ¢ : [a,b] — R de classe C2. Soit également g : R — (C une fonction continue. On
suppose qu'on a ¢'(t) # 0 pour tout ¢ € [a,b], et que G(z) := S g(t) dt est borné sur
R. Montrer qu’on a

b
mnfﬂMMWDﬁ=

[A| >0
(On pourra écrire f(t)g(Ap(t)) = f,(t) x g(Ap(t))d'(t).)

FExercice 4. Montrer que pour tout A > 0 et pour tout n € N, on a

o0 A 1
no— = - .
L e dt = Antlnl

FEzercice 5. Pour n € N, on pose I, := g/Q(Sin t)™dt. (Les I, sont les tres célebres
intégrales de Wallis.) Trouver une relation de récurrence entre I,,o et I,, et en
déduire des expressions de I et Ior11 a base de factorielles. Calculer également u,, :=
1,111, pour tout n = 0, puis déterminer un équivalent simple de I,, quand n — 0.

COROLLAIRE 2.6. (formule de changement de variable)
Si ¢ : [a,b] — R est une fonction de classe C! sur un intervalle fermé borné [a, b],
et si f est une fonction continue sur un intervalle I contenant ¢([a, b)), alors

b ()
fﬂamwmw=f /() de

Démonstration. Si on pose F(u Saﬁ dz: et G(t) := F(¢(t)), alors F est de
classe C! sur I avec F' = f et G est de classe C1 sur [a,b] avec G'(t) = F'(¢(t)) ¢'(t) =
f(o(t)) ¢/(t) ; donc

b ¢ (b)
| rewyewar=(al, = [Fool, = [FIL) = | fw)ds.
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g

Remarque. La formule de changement de variable semble un peu rébarbative ; mais
comme chacun sait, elle est tres utile et son mode d’emploi est simple avec un peu
d’habitude. Il y a en fait deux fagons d’utiliser cette formule.

e Si on doit calculer une intégrale Sg f(x) dx et si, pour une raison ou pour une
autre, il semble judicieux de “changer de variable d’intégration” en posant x =
¢(t) pour une certaine fonction ¢, on peut le faire & condition d’écrire dx =
¢'(t)dt et de bien changer les bornes d’intégrations.

En sens inverse, si on doit calculer une intégrale de la forme SZ g(t)dt et si,
dans l'expression de ¢(t), apparait de fagon claire un terme x de la forme ¢(t)
qui permet d’écrire g de fagon plus simple, on peut prendre x comme nouvelle
variable d’intégration a condition d’exprimer ¢(t)dt uniquement en fonction
de = et de dx. C’est possible si la fonction ¢ est un “vrai” changement de
variable, i.e. est une bijection de [a,b] sur ¢([a,b]) (ce qui revient & dire que
¢ est strictement monotone) : on peut alors écrire t = (z) ol ¥ = ¢,
et dt = ¢/(x)dz. Concrétement : on écrit x = ¢(t), de = ¢'(t)dt, de sorte
que g(t)dt = g,((tt)) dx = h(t)dz, et il faut se débrouiller pour exprimer h(t) en
fonction de x.

En réalité, la véritable difficulté est de deviner quel changement de variable peut
se révéler utile.

Exemple 1. Si on veut calculer l'intégrale

1
Izzf V1—22dx,
~1

il semble assez naturel de poser x = cost, et donc dx = —sintdt. On a x = —1 pour
t=metx=1pourt=0;et1—22=+1-cos?t=+Vsin’t =sintsite[0,n], car
sint = 0 sur [0,7]. Donc

1 0 i
J \/1—x2da:=j sintx(—sintdt)zf sin®tdt .
-1 ™

0

On peut alors terminer le calcul en utilisant la formule trigonométrique

ce qui donne

sin?f — 1 — cos(2t) 7
2
™1 — cos(2t) 1 1 oo
I=| " g = 2t~ Zsin(2t)| =~
Jy g e pmen] -

On aurait pu avoir 'idée saugrenue de dire que x = cost vaut —1 pour ¢t = 217 et
1 pour t = 48w. Dans ce cas, il aurait fallu écrire

487 487

Vsin?t sint dt = f |sint| sintdt,

21w

1
J V1—22du =
-1

21m

et faire bien attention au signe de sint...

FEzxercice 1. Expliquer la valeur de I en faisant un dessin.

Ezxercice 2. Calculer 'intégrale Sé /1 —a?dz.
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Exemple 2. Si on veut calculer I'intégrale
I = J 7
x/3 sint
on peut utiliser le changement de variable z := tan(¢/2). On a alors

1 1
dx = 5(1 + tan?(t/2))dt = 5(1 + 2?)dt,

ce qui donne

2d
dt = _Lar ;
1+ 22
et sint = 2sin(¢/2) cos(t/2) = 2tan(t/2) cos?(t/2), autrement dit
. 2z
sint = —— -
1+ a2
Comme x = tan(7/6) = % sit=m/3 et x =tan(m/4) = 1sit = /2, on obtient
ainsi
I—Jl 1+2? = 2dx _Jl dz  log(3)
1v3 27 14 a2 V3 T 2
. . T T2 dt
Ezercice 1. Calculer les intégrale So 3 Hm ; et S Troost
Ezercice 2. Calculer So 72)2 en posant x = tant.

3. Passage a la limite dans les bornes d’intégration

Le résultat suivant est intuitivement évident, mais en fait il ne I’est pas tant que
ca.

PROPOSITION 3.1. Soit I un intervalle de la forme [a,b[, avec a < b < o0. Si
f :[a,b] = C est une fonction borélienne ou bien positive, ou bien intégrable sur [a,b],

alors
J f(t)dt = lim_JBf(t)dt

ot la limite existe dans [0,00] si f est positive, et dans C si f est intégrable sur [a,b].

Démonstration. Commengons par traiter le cas ou f > 0. Alors Sf f est une fonc-

tion croissante de 3, donc limg_,,- Sf f existe dans [0, o0]. Soit (3,) € [a, B[ une suite
croissante tendant vers 5. On a

J?f=fhmdﬁ=fh-

Les fonctions f;, forment une suite croissante car la suite (,,) est croissante et f > 0
et de plus f,,(t) — f(t) pour tout ¢ € [a, b[, car tout point ¢ € [a, b[ appartient & [a, B,
pour n assez grand. Par convergence monotone, on en déduit que Sf "f—- SZ f, et donc
o f =limgy- 5, f
ot = Hgp= ) J-

Le cas ou f est intégrable se déduit tres facilement du “cas positif” en écrivant
f=u+iv=(u"—u")+i(vt —v7) et en appliquant le cas positif aux fonctions

ut,u, v, 0. (Ecrire les détails.) O
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REMARQUE 3.2. On a évidemment un résultat analogue pour un intervalle de la
forme I =]a,b]; et donc, un résultat du méme type pour un intervalle ouvert I = ]a,b],
en faisant deux passages a la limite : si f : |a,b] — C est une fonction borélienne ou
bien positive, ou bien intégrable sur ]a, b[, alors

a—at B—b B—b— a—at

B
Jf(t)dt— lim hmf ft)dt = lim lim f f(t)dt

COROLLAIRE 3.3. Si f : ]a,b[ — C est une fonction continue, ou bien positive ou
bien intégrable sur [a,b[, alors on a le droit d’écrire

fﬂwﬁ=wm

ot F' est une primitive quelconque de f sur |a,b[, a condition d’interpréter F(b) comme
limg_,;,- F(B), qui existe dans | — o0, 0] si f est positive et dans C si f est intégrable,
et F(a) comme lim,_,,+ F(«), qui existe dans [—o0,00[ si f est positive et dans C si
f est intégrable.

Démonstration. Supposons d’abord f > 0. Si on fixe « tel que ¢ < a < b, on a
S’B )dt = [F]5 = F(8) — F(a) pour tout o < 8 < b, etS’B dttendverss f(t)
quand S — b~. Donc F(f3) a une limite F(b) € |—00,00] quand  — b, & savoir
F(b) = F(a) + Sg f(t)dt (qui ne dépend pas de «). De méme, on montre que F(«a) a
un limite F(a) € [—o0, 0] quand o — a™. On peut donc faire & — a et § — b dans
la formule S/B )dt = [F ]ﬁ = F(8) — F(«) pour obtenir le résultat souhaité. (Il n’y a
pas d’ 1ndeterm1nat10n pour [F]% = F(b) — F(a) car F(b) > —0 et F(a) < .)

a
La preuve est la méme dans le cas “intégrable. O

COROLLAIRE 3.4. Soit ¢ : |a,b[ — R une fonction de classe C' et monotone. Si
f:J — C est une fonction continue sur un intervalle J contenant gb(]a bl), et si f est
ou bien positive ou bien mtegmble sur ¢(]a,bl), alors on a le droit d’écrire

f fla m—ff

en interprétant ¢(b) et ¢(a) comme limg_,,~ ¢(B) et lim,_,,+, qui existent dans R.

Démonstration. Les limites lim, .+ ¢(53) et limg_ ;- ¢(3) existent dans R par mo-
notonie de ¢.

(i) Supposons f positive et ¢ croissante. Par la formule de changement de variable
“classique”, on a

(B
f dx—ff t)dt pour tous a < a < 8 <b;
#(a)
et comme f et (f o ¢)¢’ sont des fonctions positives, on en déduit immédiatement le
résultat par la Proposition.

(’) Si f est positive et ¢ décroissante, la preuve est la méme (en mettant des signes

[13 2

—” aux bons endroits).

(ii) Si f est intégrable sur ¢(]a, b[), on commence par appliquer le “cas positif” a | f|
pour montrer que (f o @) est intégrable sur |a, b[ ; puis on réapplique le cas positif aux
parties positives et négatives de Re(f) et Im(f). Les détails sont laissés en exercice. [
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REMARQUE 3.5. Ce qui vient d’étre fait pour un intervalle de la forme I = [a,b[
vaut évidemment pour un intervalle de la forme I = ]a, ] ; et par conséquent, cela vaut
encore pour un intervalle ouvert I =]a,b[, en faisant deux passages a la limite.

Exemple 1. Soit a > 0. Pour tout A > 0, on a SZ) % < o0 si et seulement si @ > 1;

et pour tout € > 0, on a Sé % < o0 si et seulement si o < 1.

Démonstration. Si a > 1, alors
foo dt 11 ] 11 .
At | a—-1ltl], a—1 A1 ’

JOO z :fmdt = [log(t)]% = o;

si a =1, alors

1 ¢ a4 t
et si a < 1, alors
* dt 1 *
f — = = =owo.
La preuve est la méme pour l'intégrale entre 0 et &. ]

Exemple 2. Pour calculer 'intégrale

7 J @ dt
' Vi +t)
on peut utiliser le changement de variable z = v/, car ¢(t) = v/t est de classe C! et
strictement monotone sur |0,0[. On a dz = 2%{’ donc

© dt © 2dx
T 2 aret ©
L Vil + 1) Jo 1122 [2arctan(z)]y =7

4. Criteres d’intégrabilité

Par définition (ou presque), une fonction borélienne f : I — C est intégrable sur
I si et seulement si on a §, [f(¢)|dt < 00. On en déduit aussitot le fait suivant, qu’on
peut appeler le principe de comparaison.

Farr 4.1. Soit f : I — C une fonction borélienne. S’il existe une fonction borélienne
g: I —R* telle que §; g(t) dt < oo et|f(t)| < g(t) pour toutt € I (ou seulement presque
partout), alors f est intégrable sur I.

En particulier :

EXEMPLE 4.2. Si l'intervalle I est borné, alors toute fonction borélienne bornée
f I — C est intégrable sur I.

Démonstration. Si |f(t)| < M sur I, on peut prendre g(t) = M dans le critere de
comparaison. ]

Bien entendu, ceci est complétement fauz si l'intervalle I n’est pas borné : les
fonctions constantes sont intégrables sur I seulement lorsque I est borné.

Le principe de comparaison est une tautologie. En voici une version légérement
différente, plus directement applicable dans certains cas. Rappelons qu’une fonction est
dite localement intégrable si elle est intégrable sur tout intervalle compact [a, 8] € 1.
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Fair 4.3. Soit f : I — C une fonction borélienne localement intégrable sur un
intervalle I de la forme I = [a,b[, ot a < b < 0. On suppose qu’il existe une fonction
borélienne positive g, intégrable sur un certain intervalle [B,b] avec 5 < b, telle que
|f(t)] = O(g(t)) quand t — b~. Alors f est intégrable sur [a,b].

Démonstration. Par hypothese, on peut trouver By avec 8 < [y < b et une
constante C' < oo tels que |f(t)| < C g(t) sur [Bo, b[. On a donc

b 8o b
f|f<t>|dt f |f<t>|dt+f (b))t

a Bo

b

Bo
f ol C | gty

< o car f est intégrable sur [a, By] et SZO g(t)dt < oo.

N

0

Remarque 1. On a bien stir un énoncé analogue pour un intervalle I de la forme
I =]a,b], avec —0 < a < b.

Remarque 2. Pour un intervalle ouvert I = ]a,b[, on peut montrer qu’un fonction
f :]a,b[— C est intégrable sur |a,b[ en fixant xg € Ja,b[ et en appliquant deux fois le
critére précédent, sur |a, o] et sur [z, b[.

Voici un exemple typique et trés important d’utilisation du “principe de comparai-
son modifié”.

EXEMPLE 4.4. (critere d’'intégrabilité “de Riemann”)

(1) Soit A < o0, et soit f : [A, 0] — C une fonction localement intégrable (par
exemple continue). S’il existe o > 1 tel que | f(t)| = o () quand ¢t — o0, alors
f est intégrable sur [A, oof.

(2) Soit € > 0, et soit f :]0,e] — C une fonction localement intégrable. S’il existe
a <1 tel que |f(t)] =o (t%) quand t — 07, alors f est intégrable sur |0, ¢].

Démonstration. 11 suffit d’observer que la fonction ¢ — tia est intégrable sur [1, o0]

si o > 1, et intégrable sur ]0,1] si o < 1. O

Ezxercice. Montrer que f(t) := % et est intégrable sur |0, oo[.

5. Intégrales “généralisées”

Il existe une croyance malheureusement fort répandue selon laquelle “on ne peut
pas traiter les intégrales généralisées avec l'intégrale de Lebesgue, alors qu’on peut
le faire avec l'intégrale de Riemann”. Ceci est absurde : la définition d’une intégrale
généralisée est exactement la méme dans les deux théories; et bien entendu on peut
traiter davantage d’intégrales avec la théorie de Lebesgue.

DEFINITION 5.1. Soit I un intervalle de la forme [a,b] avec —0 < a < b < o0,
et soit f : [a,b[— C localement intégrable. Si la limite limg_,,- Sff(t) dt existe dans
C, on note cette limite SZ f(t)dt et on dit que SZ f(t)dt existe en tant qu’intégrale

généralisée, ou bien que l’intégrale SZ f(t)dt est convergente.
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Remarque 1. Il y a une analogie évidente avec les séries. Le role des sommes par-
tielles Y;7_ uj est joué par les “intégrales partielles” Sf ft)dt.

Remarque 2. On peut bien entendu donner une définition analogue pour une fonc-
tion f :]a,b] —» C, ol —0 < a < b < . De méme, on peut définir I'intégrale
généralisée d’une fonction f (localement intégrable) définie sur un intervalle ouvert
Ja,b[, avec —00 < a < b < o : on fixe un point zg € ]a,b[, et on dit que SZf(t) dt
existe si Szo et SZO f(t) dt existent séparément. (Il faut vérifier que ceci ne dépend pas
du point xp, ce qui est tres facile.)

FAUX EXEMPLE. Si la fonction f est intégrable sur [a, b[, alors I'intégrale SZ f(t)dt
est convergente : c’est ce que dit la Proposition 3.1. Mais dans ce ce cas, on n’a pas du

tout affaire a une intégrale “généralisée” : SZ f(t) dt est une intégrale “ordinaire”, par
rapport a la mesure de Lebesgue. Si on veut a tout prix utiliser une terminologie Rie-
mannienne, on peut cependant dire que la fonction f (supposée localement intégrable)

est intégrable sur [a, b si et seulement si I'intégrale SZ f(t) dt est absolument conver-
gente.

Lorsqu’on n’est pas dans le cadre “intégrable”, I'outil principal pour montrer qu'une
certaine intégrale généralisée existe est le

CRITERE DE CAUCHY. Soit f : [a,b[— C une fonction localement intégrable.
L’intégrale SZ f(t) dt existe en tant qu’intégrale généralisée si et seulement si

Y
(5.1) J f(t)dt -0 quand X,Y — b .
X

Démonstration. Sion pose F(z) := {7 f(t) dt, alors dire que SZ f(t) dt existe signifie
que F(x) admet une limite quand z — b~. D’apres le critére de Cauchy pour les
fonctions, il revient au méme de dire que F(Y) — F(X) — 0 quand X,Y — b~ ;
autrement dit que (5.1) est vérifiée. O

Le critere de Cauchy signifie que pour montrer I'existence d’une intégrale généralisée

SZ f(t)dt, il faut étre capable de majorer en module des intégrale du type S; f(t)dt.
La proposition suivante donne deux cas importants ou cela est possible.

PROPOSITION 5.2. (criteres d’Abel)
Soient f,g : [a,0[— C, avec f continue et g de classe C*. On suppose de plus que la
fonction ¢’ est intégrable sur [a, 0], i.e.

o0

j lg'(t)] dt < 0.

a

Dans chacun des deux cas suivants, l'intégrale Szo f(t)g(t) dt est convergente.
(1) L’intégrale §° f(t)dt existe.

(2) g(t) — 0 quand t — oo, et il existe une constante C' telle que

X
VX >a : J f(t)dt‘éC’.
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Démonstration. Remarquons d’abord que ’hypotheése d’intégrabilité de ¢’ entraine
que la fonction g est bornée sur [a,0[ : en effet, on a

0

l9(x)] = \g<a> ¥ f ) dt\ < lg(a)| + f (B dt < M = |g(a)| + f o) dt

a a
pour tout x € [a, 0.

(1) Supposons que SZO f(t) dt existe, et posons pour z > a :

F(z) = fo F(t)dt = LOO £(t) dt—ff(t) dt .

Comme f est suposée continue, la fonction F est de classe C! sur [a, o[ et F/ = —f.
De plus, F(z) — 0 quand  — b~ car F(z) = §* f(t)dt — . f(t)dt; et en particulier,
la fonction F' est bornée sur [a, oo[.

Sia< X <Y < oo, une intégration par parties donne

Y

-Falk+ | FOg @) dr
X

Y
j F(8) glt) dt
X

et on en déduit
[ soawa] < (#0011 loke + 151 < [0

Comme F(z) — 0 quand  — o0 et comme {3 |¢/| — 0 quand X — oo d’apres
la Proposition 3.1 (puisque {¥ |¢'| = §|9'| — Sj{ |g’]), on voit donc que le critere de
Cauchy est vérifié.

(2) On intégre & nouveau par parties, mais cette fois en considérant
X
F@) = | e,
a

qui est de classe C' avec F’ = f. L’hypothese faite sur f signifie que la fonction F' est
bornée sur [a, o0l.
En intégrant par parties, on trouve pour a < X <Y < o0 :

Y

Folk— | Poyga

Y
f F(0) g(t) dt
X

On en déduit
[ st < (1o + 190 171+ 171 ¢ [ 101

et donc le critére de Cauchy est vérifié, car g(t) — 0 quand t — o0 et { [¢’| — 0 quand
X — o0 par la Proposition 3.1.
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COROLLAIRE 5.3. Soit f : [a,0[— C continue, et soit g : [a,0[— R de classe C*.
On suppose que g est positive et décroissante, avec lim;_,o, g(t) = 0, et qu’il existe une

constante C telle que
X
VX >a : J f(t)dt‘ <C.

Alors Uintégrale § f(t)g(t) dt est convergente.

Démonstration. D’apres (2), il suffit de vérifier que ¢’ est intégrable sur [a, o[ ; ce
qui est facile : comme g est décroissante, on a |¢'(t)| = —¢'(t) pour tout ¢, donc

[l = [ o= g1z = gta) < 0.

a a

O

Remarque. La proposition est en fait valable en supposant seulement f localement
intégrable (pas forcément continue). La preuve est essentiellement la méme, mais il
faut préciser ce qu’on entend par “intégration par parties” dans ce cas. (C’est possible,
mais on ne le fera pas.) De méme, le corollaire est valable sans suposer g de classe C' ;
mais dans ce cas, la preuve classique utilise ce qu’on appelle la 2éme formule de la
moyenne ; dont on ne parlera pas.

EXEMPLE 5.4. Pour tout v > 0, l'intégrale Sio e—: dt est convergente; et donc les

. t
intégrales §,° 95t dt et §° SLL 4t le sont aussi.

Démonstration. On applique le “2¢me critere d’Abel” avec f(t) := e’ et g(t) := t%,

qui est positive et décroit vers 0 quand ¢ — co. Pour tout X > 0, on a

X 1, . .
J ezt dt| = |= (er . 611) < 2;
1 (3
donc le critere s’applique bel et bien. ]
Exercice. Montrer que ant n’est pas intégrable sur [1,00[. (On pourra par exemple

observer que |sint| > sint et utiliser une formule trigonométrique ; ou bien découper
[7,0[ en intervalles de longueur 7.)

Remarque. 11 existe également des criteres d’Abel pour les séries. Le plus classique
est le suivant : Soient (ax) une suite de nombres complexes et (by) une suite de nombres
réels décroissant vers 0. Si les sommes partielle S, 1= Y p_, ay restent bornées, alors
la série Y aiby est convergente. Plus généralement, au lieu de supposer que (by) est
positive et décroit vers 0, on peut autoriser les by a étre complexes, a condition de sup-
poser que b — 0 et qu’on a 280 |bx+1 — bi| < 0. La preuve repose sur une “intégration
par parties discrete”, c’est-a-dire une transformation d’Abel.

in

e 0
— est conver-

n

Ezercice. Soit o > 0. Montrer que pour tout 6 € R\27Z, la série )|
gente.

6. Comparaison série-intégrale

Il existe une sorte de régle empirique selon laquelle, pour une fonction f : [0, c0o[—
C a peu pres sympathique, il est plus facile de déterminer si l'intégrale Sgo f(t)dt
converge que de déterminer si la série Y f(k) converge. C'est assez facile & comprendre :
les intégrales se calculent souvent bien avec des primitives tandis que les sommes se
calculent rarement bien; une intégration par parties, c’est tres simple et on ne se
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trompe pas, alors que pour une transformation d’Abel on se trompe dans les indices ;

Malheureusement, dans certaines situations c’est la question de la convergence de
la série > f(k) qu'il faut régler. Il est donc souhaitable de disposer de conditions assez
générales permettant d’affirmer que les deux problemes sont en fait équivalents. On va
démontrer ici deux résultats de ce type.

PROPOSITION 6.1. Soit a € N, et soit f : [a,0[— R une fonction positive et
décroissante.

(1) Si on pose uy := Y, f(k)=S§" f(t)dt pour n > a, alors u, admet une limite
finie I quand lentier n tend vers Uinfini, et on al > f(a) — SZH f(t)dt = 0.

(2) La série Y, f(k) est convergente si et seulement si §, f(t)dt < oo.

(3) En cas de divergence, on a Y., f(k) ~ §!' f(t) dt quand n — oo,

Démonstration. Remarquons d’abord que la fonction f est localement intégrable
car elle est monotone, donc borélienne et bornée sur tout intervalle compact [«, 5] S
[a, oof.

(1) L'idée est d’écrire § f(t)dt = Z Skﬂ dt (relation de Chasles), de sorte
que
n—1 k+1
(6.) w=2 (1= s dt) +1(n).
k=a
Pour tout entier k > a, ona f(k+1) < f(t) < f(k) si k <t < k+1 car la fonction
f est décroissante ; d’ol en intégrant entre k et k + 1 :
k+1
f(k:—l—l)éf f(t)dt < f(k) pour tout k > a
k

On en déduit d’une part que tous les termes de la somme apparaissant dans (6.1)
sont positifs, et donc (en ne gardant que k = a)

a+1
- f F(t)dt > 0

n+1

un+1—un=f(n+1)—J f(t)dt <0.

n

et d’autre part que

“*L £(t) dt ; donc

Ainsi, la suite (uy,) est décroissante et minorée par c(a) := f(a)—§’

Uy, admet une limite { > c¢(a) > 0 quand n — oo.

La partie (2) est évidente : d’apres (1), la série Y f(k) converge si et seulement
si SZ f(t)dt admet une limite finie quand l'entier n tend vers Uinfini; et comme f
est positive, cela signifie exactement qu’on a SZO f(t)dt < oo. Enfin, (3) est également
évident : si la série Y f(k) diverge, alors >, f(k) et § f(¢) dt tendent tous les deux
vers o0 car f = 0, et sont donc équivalents car leur différence reste bornée d’apres
(1). O

COROLLAIRE 6.2. Pour n € N*, posons H,, := > _, % Alors Hy, — log(n) admet
une limite finie v > 0 quand n — . (Le nombre v s’appelle la constante d’Euler.)
En particulier, H, ~log(n) quand n — .
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Démonstration. On applique la proposition avec a := 1 et f(t) := % On a bien

7>O,etméme7>1—f%:l—log@). O

FEzercice. Déterminer pour quelles valeurs de o > 0 la série >, m est conver-
gente.

Le deuxieme résultat de “comparaison série-intégrale” qu’on va établir est valable
pour des fonctions f non nécessairement positives.

PROPOSITION 6.3. Soit a € N et soit f : [a,00[— C. On suppose que f est de classe
Ct avec §7|f/(t)|dt < w0, et que f(t) — O quand t — oo. Alors la série Y f(k) est
convergente si et seulement si l’'intégrale SZO f(t)dt est convergente.

Démonstration. Faisons d’abord deux remarques tres simples.

FAIT. L'intégrale §° f(t) dt est convergente si et seulement si " f(t) dt a une limite
dans C quand U'entier n € N tend vers U'infini; et la série Y| f(k) est convergente si et
seulement si Y'7_} f(k) a une limite quand n — oo.

Preuve du Fait. Pour tout nombre réel X > a, on a

X [X] X
t)dt = t)dt t)dt.
qu ﬁlfﬁ +Lmﬂ)

De plus

X
gJﬂMﬁsamU®h
[X]

t=[X]

X
f F(t) dt
[x]

et donc S[);] f(t)dt - 0 quand X — o car f tend vers 0 a l'infini. Cela prouve la
premiere partie du Fait. La deuxieme partie est évidente. ]

Par le Fait, il suffit maintenant de voir que

n n—1
wi= [0t = Y 0
a k=a

admet une limite dans C quand ’entier n tend vers I'infini.

Ecrivons
n—1 k+1 n—1
Un = ) < ) f(t)dt—f(k)> = > vk
k=a k=a

Sion pose F(x) := Sz f(t)dt, alors la fonction F est de classe C? car f est supposée
C', avec F' = f et F" = f'. D’apres la formule de Taylor, on a donc

k+1
w o= | fode- s
k
= F(k+1)— F(k) - F'(k) x (k+1) — k)

k+1 k+1
f (k+1—t)F"(t)dt = f (k+1—t)f(t)dt.
k k
On en déduit

k+1

k+1
|vk|<J |(k+1—t)f’(t)|dt<f |f'(t)|dt pour tout k > a;
k k
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et par conséquent

N

0 pktl
2f ()] dt

k=a vk

:;éhmﬂ”mﬁ

=fﬂﬂmw<m

a

ee}
> okl
k=a

ot on a utilisé la fait que lapplication A — §,|f/(t)|dt est une mesure (borélienne)

sur [a, 0] (cf I'exercice 2.8 du Chapitre 4). Si on préfere, on peut écrire ), ZH lf'| =

Zk S[a,oo[ 1[k,k+1[|f/| = S[a,w[Zk 1[k,k+1[|f/| = S[a,oo[ ‘f/|-
Ainsi, la série > vy est (absolument) convergente ; autrement dit la suite (uy) est
convergente. O

‘ , . - log(k i
Ezercice. Déterminer la nature des séries >, -, % et D1 S‘nk\/E-

7. Une formule de changement de variable “générale”

La formule de changement de variable SZ f(o(t)) &' (t)dt = SZ?((Z)) f(z) dz a été établie
pour des fonctions f supposées continues. On va voir maintenant que cette restriction
n’est pas nécessaire, si on demande au “changement de variable” ¢ d’en étre vraiment
un, i.e. d’étre injectif.

PROPOSITION 7.1. Soit ¢ : I — R une fonction de classe C' strictement monotone
sur un intervalle I = (a,b). On pose ¢(a) = lim;_,,+ ¢(t) et ¢(b) := lim;_,;- ¢(t).
(1) Pour toute fonction borélienne positive f sur I' :== ¢(I), on a

¢(b) b ,

(11) J,,, fwa= | rewswa.

(2) Si f:I' — C est borélienne, alors f est intégrable sur I' = ¢(I) si et seulement

si la fonction (f o @) @' est intégrable sur I, et dans ce cas la formule (7.1) est
encore valable.

Démonstration. Comme d’habitude, le cas “intégrable” se déduit du cas “positif” ;
donc on va se contenter de démontrer (1).

Comme ¢ est continue et strictement monotone, on sait que I’ est un intervalle et
que ¢ est une bijection de I sur I’. On peut bien entendu supposer ¢ croissante, de
sorte que I' = (¢(a), d(b)) et ¢ = 0. On commence par se simplifier la vie grace au
fait suivant.

Farr 1. 11 suffit de démontrer (7.1) dans le cas ou la fonction f est une fonction
indicatrice.

Preuve du Fait 1. Si la formule est vraie pour toutes les fonctions indicatrices, elle
est vraie pour toutes les fonctions étagées positives, par “linéarité” des 2 membres de
(7.1) par rapport a f. Si maintenant f est une fonctions borélienne positive quelconque,
alors f est limite d’une suite croissante de fonctions étagées positives (f,,) ; et comme la
formule est vraie pour chaque f,, elle ’est également pour f par convergence monotone.

O
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On s’est donc ramené a démontrer que (7.1) est vraie pour toute fonction f de la
forme 14, out A est un borélien de I’ = (¢(a), ¢(b)) ; autrement dit, qu’on a

d(b) b
J' 1A<x>dx:=‘[ 14(6(8)) &' (t) dt
¢(a) a

Comme en fait Szgz)) 14(x) dz est une maniere compliquée d’écrire A1 (A) pour A < I’ =
(6(a), d(b)), il s’agit donc de montrer qu’on a

b
(7.2) J 14(p()) @' (t) dt = X1 (A) pour tout borélien A < I".

a

Soit u : B(I") — [0, 00] la fonction d’ensembles définie par

b
mm—jlﬂwmwwﬁ.

a

FAIT 2. p est une mesure.

Prewve du Fait 2. On a évidemment p() = 0. Pour ’additivité dénombrable, soit
(Ag)ken une suite de boréliens de I’ deux & deux disjoints. On a

0¢]
Lye a = Z Lay,
k=0

et on en déduit

A la deuxiéme ligne, on a appliqué le théoréme d’interversion série-intégrale (Co-
rollaire 2.7 du Chapitre 4) aux fonctions uy(t) := 14, (¢(t))¢'(t) qui sont positives car
¢ =0. a

Pour achever la preuve de la proposition, il s’agit de montrer que u(A) = A;(A)
pour tout borélien A < I’; et pour cela, il suffit de vérifier qu'on a u(J) = |J| pour
tout intervalle compact J < I', d’apres le lemme d’unicité 5.1 du Chapitre 2.
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Soit J = [¢,d] € I' = (¢(a), #(b)) un intervalle compact quelconque. Comme ¢ est
une bijection de I sur I’, on peut écrire

b
W) = f 1o (6(1)) &/(1) dt

a

b
= L Lig-1(c).0-1(ay) () ¢'(t) dt

(@)
f & (¢) dt
10

= 0(¢7'(d) — 9(¢7(0))
= d—c=|J|.

Donc la preuve est terminée. O

Ezercice 1. Soit I < R un intervalle de milieu m. Pour x € I, on note x* le
symétrique de x par rapport a m. Montrer que si f : I — C est une fonction intégrable
“impaire”, i.e. vérifiant f(z*) = —f(z) pour tout = € I, alors {, f(z)dx = 0.

Ezercice 2. Soit f : R — C une fonction localement intégrable et T-périodique,
pour un certain 7' > 0. Montrer que la valeur de l'intégrale SI f(t) dt est la méme pour
tous les intervalles I vérifiant |I| = T.



Chapitre 6

Théoremes de convergence et applications

1. Les deux résultats principaux

1.1. Convergence “monotone”. Dans cette section (2, B, 1) est un espace me-
suré. Le théoréeme suivant a été démontré au chapitre 4.

THEOREME 1.1. (théoréme de convergence monotone)
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives, f, : (,8) — [0,0]. On
suppose que la suite (fy,) est croissante, i.e. fp(x) < fnr1(x) pour tout n et pour tout
x € Q. Alors, en posant f(x) := limy_o fn(x) (qui existe dans [0,0]), la fonction
f:Q —[0,00] est mesurable et on a

ffdu: limf fndu.
Q n—0Jo

Le corollaire suivant est particulierement agréable. Il signifie qu’on a toujours le
droit de permuter une somme infinie ¥ et une intégrale { si on a affaire a des fonctions
positives. Autrement dit : pour des séries de fonctions positives, il n’y a aucun état
d’ame a avoir : tout est autorisé.

COROLLAIRE 1.2. (interversion série-intégrale, cas “positif”)
Si (ug)gen est une suite quelconque de fonctions mesurables positives, alors

Démonstration. On applique le théoréme aux fonctions f,, := > ug. O

Exemple. Comme application du théoreme d’interversion série-intégrale, on va
établir I'incroyable formule suivante :

1 o0
f z %dx = Z n ",
0 n=1

Notons d’abord que les deux membres de la formule & obtenir ont un sens : le
premier est I'intégrale d’une fonction borélienne positive, et le deuxieme est la somme
d’une famille de nombres positifs. (En réalité, pour la somme c’est franchement de la
mauvaise foi : la série Y, n™" est manifestement convergente car n=" = 0(27") quand
n — 0.)

Le point de départ est d’écrire 2% = ¢~ *198(%) et de développer I'exponentielle en
série entiere; ce qui donne

87
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Comme —x log(z) = 0 sur |0, 1, on peut appliquer le théoréme d’interversion série-

_ (~zlog(x))*
Al

intégrale aux fonctions uy(x) : . On obtient ainsi

J EJ $10g m::i']k-
k=0 k=0

Il reste alors a calculer les intégrales Ji. Pour y voir plus clair, on effectue le

changement de variable u := —log(z), i.e. z = e~ . On a dz = —e ™ “du, et donc
1 0¢]
Jp = 7 uFe=E+Dugy,

our tou > U, l'integrale uve U Se calcule en mriegran O1S par parties :
Pour tout A > 0, 'intégrale § u*e=**d lcule en intégrant k foi ti

elle vaut )\,f% Donc Ji, = W = (k+1)~*+D et donc
1 0
J x %dx = Z(k—f-l —(k+1) Zn "
0 k=0

log(z) = 1
Ezxercice. Montrer qu’on a f dr = Z —
o z—1 = n?

Le théoreme de convergence monotone a été énoncé pour une suite de fonctions.
Cependant, on peut aussi en donner une version “continue”

COROLLAIRE 1.3. (convergence monotone, version continue)
Soit (fa)rea une famille de fonctions mesurables positives indexée par un intervalle
A C R, et soit Ay une des bornes de l'intervalle A. On suppose que fx(z) croit quand X
croit ou décroit vers Ay (selon que Ao est la borne de droite ou de gauche de l'intervalle
A). Alors on a le droit d’écrire

i [ e - [ (i A6 dute).

Démonstration. Supposons par exemple que Ag soit la borne de gauche de l'inter-
valle A. La condition de monotonie entraine que f(z) := limy_,), fa(z) est bien défini
pour tout = € 2, et que lim)_, , SQ f existe dans [0, 0]. De plus, ces deux limites s’ob-
tiennent en faisant tendre \ vers 0 le long de n’importe quelle suite décroissante (A\p,)n>1
tendant vers Ag. Il suffit donc d’appliquer le théoreme de convergence monotone a la
suite de fonctions (fy, ). O
e—kt

t 9y

Exemple. En appliquant cette version du théoréme de convergence a fy(t) :=
on voit qu’on a
) 0 e—)\t JOO dt
lim — = - =
A—0* Jq t 1 t

Voici enfin une autre conséquence tres utile du théoreme de convergence monotone,
qui servira de maniere essentielle dans la preuve du théoreme de convergence dominée
(voir la section suivante).

COROLLAIRE 1.4. (lemme de Fatou)
Si (hy) est une suite quelconque de fonctions mesurables positives sur ), alors

f(hmhn)dmnmj i
Q Q
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Démonstration. Par définition,

lim h, = sup inf h,, = lim inf h,, := lim f,.
neN m=n n— m=n n—0oo

La suite (f,,) est visiblement croissante, donc on a par convergence monotone

| Gy de = tim | g d
Q n—% Jo
= sup | fadp
neN JQ
< sup inf o dp car fn < h,, pour tout m = n
neN m=21 Jq
< hIIlJ hm d#-
Q

n

Ezercice. Soit (fy,) une suite de fonctions intégrables par rapport & p. On suppose
que ( fy) converge simplement vers une fonction f : 2 — C, et qu’il existe une constante
M < oo telle SQ | fnldp < M pour tout n € N. Montrer que f est intégrable par rapport
a .

1.2. Convergence “dominée”. Dans cette section, (2, B, 1) est toujours un es-
pace mesuré. Pour alléger les énoncés, on convient que le mot “intégrable” signifiera
toujours “p-intégrable” au sens de la définition 3.12 du Chapitre 4, et que “presque
partout” signifiera “u-presque partout”.

Le théoréeme suivant est un résultat de “passage a la limite sous le signe intégrale”
extraordinairement efficace.

THEOREME 1.5. (théoréme de convergence dominée)
Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables, f, : Q@ — C, et soit f : Q@ — C une
fonction presque partout définie. On fait les hypothéses suivantes.

(i) fu(z) = f(x) presque partout.
(ii) Hypothése de domination : il existe une fonction mesurable g : Q — R,
indépendante de n, telle que

J gdp < o et VneN @ |fu(x)| <g(t) presque partout.
Q

Alors la fonction f est intégrable, et § | fn— fldp — 0 quand n — co. En particulier :

ffdu: limf fndu.
Q n=0Jo

Démonstration. La deuxieme partie de la conclusion découle de la premiere car
|SQ fn—="Sr | < SQ | fn — f|. On se concentre donc sur cette premieére partie.

CAs 1. On suppose que les f, sont B-mesurables, convergent partout vers f, et
qu’on a |f,| < g partout.

Dans ce cas, f est partout définie et B-mesurable. De plus, on a par passage a la
limite |f(z)| < g(z) pour tout x € Q; donc f est intégrable sur 2.
L’idée est d’appliquer le Lemme de Fatou aux fonctions h,, définies par

ho() == 2g(z) — | fn — f(2)].
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Les h,, sont mesurables car les f,, le sont, et elles sont bien positives car |f, — f| <

|fn] + |f] < 2g. De plus hy(z) — 2g(x) pour tout x € Q, et donc limh,, = 2¢g. Par
Fatou, on a donc

Ldip, < limLhndu
= linlUQ?gdu—Llfn—fldu]
L2gdﬂ+lim<—f9|fn—f|du>

f 2gdu—limJ |fn— fldp.
Q Q

Comme SQ 2g du < oo, on peut simplifier par SQ 2g du, et on obtient ainsi

T [ 1= fldn <0,
Q

autrement dit limy, e §,, [fn — fdp = 0.

CAs 2. Cas général.

On va se ramener au Cas 1 en jouant avec le “presque partout”. Ce n’est pas
particulierement palpitant, mais il faut quand méme le faire.

Pour tout n € N, on peut trouver une fonction B-mesurable fn intégrable par
rapport a u telle que f, = .]?n presque partout. Considérons alors la propriété P(x)
(dépendant de x € ) définie comme suit :

P(z) est vraie <= VYneN : f,(z) est bien défini et f,(z) = fn(z)
et Vne N @ |fu(x)] < g(x)
et f(z) est bien défini
et fo(z) — f(z) quand n — co.
La propriété (P) est la conjonction d’une famille dénombrable de propriétés vraies

presque partout ; donc P(z) est vraie presque partout. Soit Q) un ensemble mesurable
tel que p(Q\Q2) = 0 et P(z) est vraie pour tout = € Q2. Par définition de 2, les fonctions

~

( fn)|§~2 : 2 — C sont By-mesurables (car égales aux ( fn)@), partout dominées en
module par 9 (qui est Bg-mesurable et intégrable sur ), et convergent vers f@ en
tout point de 2. Par le Cas 1, on en déduit que f‘ﬁ est By-mesurable, intégrable sur €2,
et que {&|fn — fldp — 0. Si on définit f:Q - C par ]?(x) = f(x) sur € et f(x) =0
sur Q\Q, alors f est B-mesurable par recollement, intégrable sur € car SQ \ f |du =
Sﬁ |fldu < oo, et f = f presque partout puisque ,u(Q\(NZ) = 0; donc la fonction f est
p-intégrable. Enfin, comme p(\() = 0, on a Solfn— fldp = §g 1 fn — fldp et donc
SQ|fn_f|d,U«_’O‘ 0

La démonstration qu’on vient de donner, basée sur le lemme de Fatou, est devenue
la “preuve standard” du théoreme de convergence dominée; et c’est certainement la
plus courte possible. Il est cependant intéressant d’en donner une autre, qui par certains
aspects est plus naturelle.
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Deuzxieme preuve du théoréeme de convergence dominée. 1l suffit de traiter le cas ou
les f,, sont mesurables, convergent vers f partout, et |f,| < g partout ¢f plus haut).

CAs 1. On suppose que p(€2) < oo et que la suite (f,,) est uniformément bornée.

Dans ce cas, tout repose sur le fait suivant.
FArT. La suite (f,) converge en mesure vers f : pour tout € > 0, on a
Tim p({fa = f = 2}) = 0.
Preuve du Fait. Soit € > 0. Pour n € N, posons
A=z e 3k =n : |fule)— f(2)] > <)

Les A., sont mesurables car les f, le sont, la suite (A p)nen est visiblement
décroissante, et on a (), Aep, = & car fu(z) — f(z) pour tout z € Q. Comme on
suppose que p(£2) < o, on a donc lim, o p(Az,) = 0; d’ou le résultat puisque
{|fn—f] =€} € Acpn. O

Choisissons maintenant une constante M telle que |f,(x)] < M pour tout n et
pour tout z € Q.

Pour € > 0 donné, on a

[ 14~ 1

f \fn—fdwf Fo— fldu
{|fn—fl<e} {|fn—f|=e}

en({lfn—fl<e)) + fﬂfﬂ_ﬂ%} 2M dy

N

< eu(®@) +2Mp({lfa— 11>}

Par le Fait, on en déduit
hmf |frn— fldp < ep(Q) pour tout € > 0;
Q
et donc limy, o0 §o | fn — f|du = 0.

CaAs 2. Cas général.

Comme |f, — f| = 0 sur ’ensemble {g = 0} (car |f, — f| < 2g), on peut supposer,
quitte & remplacer € par , := {g > 0}, qu’on a

g(x) >0 sur Q.

On va se ramener au Cas 1 en changeant de mesure. Soit ug : B — [0, 0] la fonction
d’ensembles définie par

pg(A) = Lgdﬂ.

On sait que p, est une mesure sur (€2, B) (c’est ’Exercice 2.8 du Chapitre 4); et
de plus, 14 est une mesure finie car g est intégrable sur 2. On a besoin du fait suivant.

Farr. Pour toute fonction mesurable positive h sur 2, on a

f hdug =f hgdu .
Q Q
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Preuve du Fait. Pour une fonction h étagée, c’est immédiat par définition de g,
et par “linéarité” de I'intégrale pour les fonctions positives; et le cas d’une fonction
mesurable h = 0 quelconque s’en déduit par convergence monotone, en considérant
une suite approximante pour h. ]

Si on pose maintenant
> >
fn = = :
g g
alors fn — fNet ]fn| < g := 1 sur Q. D’apres le Cas 1 appliqué avec la mesure jiq, on
a donc

lim ’fwn—ﬂdlig:o;
n—0oo Q
autrement dit, par le Fait :
lim | |fn— fldu=0.
n—0o0 Q
O

Remarque. 1l est facile de formuler une version “continue” du théoreme de conver-
gence dominée, concernant une famille de fonctions intégrables (f))rea paramétrée par
un intervalle A € R et ou on fait tendre le parametre A vers une des bornes \g de A.
De facon précise : Si fi(x) — f(z) presque partout quand X — Ao et s’il existe une
fonction intégrable g telle que, pour tout A € A, on ait |f\(z)| < g(x) presque partout,
alors f est intégrable et (o fdp = limy_,x, § fi-

Démonstration. Si on applique le théoreme a la suite (fy, ), pour n’importe quelle
suite (An)n>1 tendant vers Ao, on voit que f est intégrable et {, f = lim {,, f\,. Comme
ceci ne dépend pas de la suite (\,) tendant vers Xg, on en déduit que §, fA — §;, f
quand A — Ag.

COROLLAIRE 1.6. (théoreme de convergence bornée)
Suposons que la mesure p soit finie, i.e. () < 0. Si (fy) est une suite de fonctions
intégrables convergeant presque partout vers une fonction f : Q — C et s’il existe une
constante M < oo indépendante de n telle que Yn e N : |f,(z)| < M presque partout,
alors f est intégrable et SQ fdp =lim,_, SQ frndu.

Démonstration. Le théoréme de convergence dominée s’applique avec g(z) := M,
qui est intégrable car p(§2) < . O

Remarque. Comme cas trés particulier du théoréme de convergence bornée, on
obtient une généralisation du théoreme standard de passage a la limite sous le signe
intégral sous une hypotheése de convergence uniforme : si (f,) est une suite de fonctions
p-mesurables bornées sur un segment [a, b] convergeant uniformément vers une fonction
f :la,b] — C, alors f est intégrable et Sz fn— SZ f- Mais bien entendu, ce résultat est
tres facile & démontrer directement (exercice).

Exemple. On sait qu’on a pour tout z € [0, 1] :
1 0

= ) (=1)kzk,
1+z =
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Si on integre formellement cette identité entre 0 et 1, on obtient

1 0 1 0 1\k
log(2) =f 1‘1‘@ = (—1)’“{ afdr = ) (ki)l :
U 0 0 k=0

k=

Ce calcul formel peut se justifier a I'aide du théoréme de convergence dominée.
Pour n € N| soit f,, : [0, 1[— R la fonction définie par

= Z(_
k=0

Alors f(z) — pour tout z € [0, 1], avec de plus

1+x

0< fu(z) <1 pour tout n € N.

En effet, on a for (7) = fom—1(2)+2*™ > fo,—1(x) pour tout m > 1; et en écrivant
fom(@) = 1= (2 —22)— - -— (@1 a2™) ot fopn1(2) = (1—) +---+ (&2 2—g?n7L),
on voit qu’on a 0 < fo—1 < fom(z) < 1.

Donc le théoreme de convergence bornée s’applique (puisqu’on est sur un intervalle
de longueur finie), et on obtient ainsi

1
1
[+ = [ s

ce qui est le résultat souhaité.

. . , 1
Il est important de noter que f,(z) ne t.end pas ymformement vers i sur [O,.l[
quand n — o0 ; donc on ne peut pas s’en sortir en appliquant un théoreme rudimentaire
a base de convergence uniforme.

D

Remarque. En réalité, on peut obtenir la formule > ;” , (k —1 = log(2) sans ap-
pliquer aucun théoreme (!) Il suffit pour cela d’écrire que pour tout n € N et pour
€ [0,1[, on a

( 1)n+1mn+1

1+a: 2 e i (—l)k:ckzi(—l)k:ck—k—_ e

k=n+1 k=0

les deux extrémes étant d’ailleurs égaux pour « = 1 aussi. En intégrant entre 0 et 1,
on en déduit

no(_1\k 1 " 1
log(2) = Z( D +(—1)”+1f0 2 g

= k+1 142z
L’intégrale apparaissant au membre de droite tend vers 0 quand n — o0, car elle
se majore en valeur absolue par Sé 2" ldy = T+2 ; d’ou le résultat.

FEzercice. Montrer que pour tout nombre réel 6 ec‘ 27rZ, on a

1 16
Jol—ezo k:

o0
Z cos(kf) _ —log |2sin(6/2)].
k=1 ¥

En déduire la formule
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COROLLAIRE 1.7. (interversion série-intégrale, cas “sommable”)
Soit (ux) une suite de fonctions mesurables, ug : Q@ — C. On suppose qu’on a

e}
ZJ |ug| dp < 0.
k=0+%

Alors la série Y ux(x) est presque partout absolument convergente, la fonction (presque
z . o0 . s
partout définie) Y uy est intégrable, et on a

Démonstration. Soit g : @ — [0, 00] la fonction (mesurable) définie par
0
g(@) = ) Jur(w)].
k=0

Par interversion série-intégrale (cas “positif”’), on a §o gdu = >3 ¢, luk| dp < 0.
Donc g(z) < oo presque partout ; autrement dit la série > uy(x) est presque partout
absolument convergente. Ainsi, la fonction f := ZSO uy, est bien définie presque partout.

Si on pose fn(z) := D p_guk(x), alors fn(z) — f(x) presque partout, et | f,(z)] <
Yo lur(@)] < X377 luk(x)| = g(x) pour tout n et pour tout = € Q. Comme §, gdu <
o0, on peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée : la fonction f est
intégrable et {, f = limn_o S, fn, autrement dit

O

Remarque. Dans les calculs concrets, on sait en général des le début que la série
> ug(x) converge partout (ou presque partout). Le sens du corollaire est le suivant :
on a le droit d’intervertir Y, et { a condition d’avoir vérifié quon a >’ S luk| < oo
ou, ce qui revient au méme par interversion série-intégrale dans le cas “positif”’, qu’on

ee}
a §o >0 [uk| < o, .

Exemple. Comme application du théoreme d’interversion série-intégrale, on va
établir la formule suivante :

5 (-  log(2)

S 2k+1)(2k+2) 4 2

Pour k € N, soit ug : [0, 1[— R la fonction définie par
up(z) = (=1)Fz% (1 —2).

Pour tout z € [0, 1], la série > u () est absolument convergente car |ug(x)| < z2*
et on a

i

& 1—=x

T 14a?

() = (1 —x) ) (~a?)*

k=0 k=0
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De plus, on a

00 1 1
UL\T X —.'Bl'zk X
kz_jofork( )d | a-aa

0

I
bl
s D8

B 1 1 _i 1 o
A2 N\2k+1 2k+2) 2 (2k+1)(2k +2) '

b
Il

. . e . ’ ;. 1 oo oo ¢l
Par interversion série-intégrale, on peut donc écrire §; > " up = D35 §; ux, autre-
ment dit

1 _ o, 0 1
J 11+$2 dex = Z(—l)kf 2 (1 - z) da

0 =0 0
o0

= L0 <2k1+1 B 2k1+ 2)
k=0

N (-1)*
- ];)(2k+1)(2k+2)'

Pour conclure, il suffit donc de vérifier que I'intégrale figurant au membre de gauche

log(2) . : oq e -
vaut 7 — =5~ ; ce qui est facile :

Y1—2 U da o
5dr = —— | T dz
0 1+$ 0 1+$ 0 1+.’1}'
1 1
= [arctan(m)]é - [alog(l +x2)]0
~ log(2)
2

Remarque. Le Corollaire 1.7 est assez “brutal” : il peut arriver que l'on ait le

droit d’intervertir une somme et une intégrale sans que la condition de “sommabilité”

>0 §o luk| < oo soit satisfaite. C’est par exemple le cas avec ug(z) = (—1)Fz* sur [0, 1,

NE

ot la condition de sommabilité n’est pas satisfaite car >’ S(l) lug(z)| dz = Y %H =
o0, mais ou on a quand méme le droit d’intervertir la somme et l'intégrale grace au
théoreme de convergence dominée (cf plus haut).

Ezxercice. Soit f une fonction intégrable sur R. Montrer que pour presque tout
z € R, la série Y, f(x + k) est absolument convergente, et que la fonction presque
partout définie fper(z) := > " f(x + k) est 1-périodique et intégrable sur [0, 1[.

Comme cas particulier du théoréme d’interversion série-intégrale, on obtient un
résultat tres utile concernant les séries.

COROLLAIRE 1.8. (convergence dominée pour les séries)
Soit (fn) une suite de fonctions définies sur N, et soit f : N — C. On fait les hypothéses
suivantes :
(i) fn(i) — f(i) pour toutie N;
(ii) 4l existe une fonction g : N — R* telle que >0 g(i) < o0 et | f,,(1)] < g(i) pour
tout n et pour tout i € N.



96 6. THEOREMES DE CONVERGENCE ET APPLICATIONS

Alors la série Y, f(i) est absolument convergente et

D f) = lim > (i)
i=0 i=0

Démonstration. On applique le théoreme de convergence dominée a la mesure de
comptage . sur ) := N. O

Ezercice 1. Démontrer directement le théoreme de convergence dominée pour les
séries.

Ezercice 2. En utilisant le formule du binéme et le théoreme de convergence do-
minée pour les séries, montrer que pour tout z € C, on a
. Z\P
e® = lim (l—f-—) .
n—00 n
Voici enfin un dernier résultat sur les séries, trés bien connu mais qu’on peut voir
comme une application du théoreme d’interversion série-intégrale. Rappelons que pour
toute “suite double” de nombres positifs (a) . )enxn, on a

o0 0 0¢] o0
P DIT) D IS DN PITE
k=0 \I=0 (k,1)eNxN 1=0 \k=0

(Que les deux sommes doubles soient égales est une conséquence du théoréme d’inter-
version série-somme démontré au Chapitre 1; et qu’elles soient égales & >, @k, est
un exercice du méme chapitre.)

COROLLAIRE 1.9. (séries doubles absolument convergentes)
Soit (up)kenxn une “suite double” de nombres complezes. Si on a

Z |uk,l < 0O,
(k,1)eNxN
alors on a le droit d’écrire
o0 o0 o0 o0
D DI EDN DI
k=0 \I=0 1=0 \k=0

Démonstration. L’expression “on a le droit d’écrire” signifie que toutes les séries
considérées convergent (en fait, convergent absolument, ce qui est clair d’apres 1'hy-
pothese) et que les deux sommes doubles sont égales. Cela étant précisé, le résultat
est une conséquence immédiate du théoreme d’interversion série-intégrale appliqué a

la mesure de comptage p. sur €2 := N et aux fonctions ug : N — C définies par
ug(l) := uyy : le ler membre de 1'égalité & démontrer est égal & > SN ug dite, et le
second membre & § (37 ug) dpte. O

Ezercice. Donner deux autres preuves du Corollaire 1.9 : en utilisant le théoreme
de convergence dominée pour les séries, ou bien directement a partir du cas “positif”.

2. Caractérisation de ’intégrabilité au sens de Riemann

Dans cette section, on va utiliser le théoreme de convergence dominée pour établir
la caractérisation des fonctions intégrables au sens de Riemann mentionnée a la fin du
Chapitre 5. (Le théoreme de convergence dominée n’intervient en fait que dans 1'une
des deux implications du théoréme suivant.)
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THEOREME 2.1. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann si et seulement si 'ensemble de ses points de discontinuité est négligeable.

Démonstration. Dans ce qui suit on notera D(f) 1’ensemble des points de disconti-
nuité de f appartenant a l'intervalle ouvert |a,b|. Comme ’ensemble & deux éléments
{a, b} est négligeable, il suffit de montrer que f est Riemann-intégrable si et seulement
si D(f) est négligeable.

Pour tout intervalle non trivial J < [a,b], on notera osc(f, J) l'oscillation de f
sur J :

osc(f,J) :=sup f — ir}ff.
J
On aura besoin du fait suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

FArT 1. Pour un point ¢ € [a, b], les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) t est un point de continuité de f;
(ii) osc(f,J) — 0 quand J — {t}, on “J — {t}” est une abréviation signifiant
“Iatet|J| > 0.
Si de plus t € ]a, b[, ces propriétés sont aussi équivalentes a

(iii) pour tout € > 0, on peut trouver J 3t ouvert tel que osc(f, J) < e.

Apres cette remarque préliminaire, on peut maintenant commencer la preuve du
théoreme.

(1) Supposons que la fonction f soit intégrable au sens de Riemann, et montrons
que D(f) est négligeable.

Pour ¢ > 0, notons D.(f) l'ensemble des points t € ]a,b[ vérifiant la propriété
suivante :

osc(f,J) =€ pour tout intervalle ouvert J s¢.

Autrement dit : |a, b[\D:(f) est la réunion de tous les intervalles ouverts J < |a, b[
tels que osc(f,J) < e. En particulier, |a,b[\D:(f) est un ouvert de R, ce qui prouve
que D.(f) est borélien.

Par le Fait 1, on a

D(f) = D() = | Dimlf)-
e>0 neN*

Pour conclure, il suffit donc de montrer que
AM(D:(f)) =0 pour tout € > 0.
Tout repose sur le fait suivant.

FarT 2. Soient ¢ et ¢ des fonctions en escalier telles que ¢ < f < . Soit
également a = sy < --- < sy = b une subdivision de [a,b] adaptée & ¢ et a 1,
et notons Jy, ..., JJy_1 les intervalles ouverts déterminés par cette subdivision. Pour
1=0,...,N—1,0na

| v ez osctrimy <1
Ji Ji
Preuve du Fait 2. Comme ¢ et 1 sont constantes sur J; et comme p < f < ¢, on

a @ <infy, f et ¢ =supy, f sur J;. Donc ¢ — ¢ > sup,, f —infy, f = osc(f, J;) sur J;,
et donc

Lil/) - Lp = Li(lﬁ — @) = osc(f, Ji) x | Ji] .
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g

Fixons maintenant € > 0. Pour n > 0 donné, on peut trouver deux fonctions en

escalier ¢ et ¢ telles que

b b
p< f<vY et J¢—f <.
a a

Soit @ = sp < --- < sy = b une subdivision de [a,b] adaptée & ¢ et a 9, et
soient Jy,...,Jy_1 les intervalles ouverts déterminés par cette subdivision. Notons A

I’ensemble des indices i € {0, ...

, N — 1} tels que J; n D.(f) # &. Alors

(2.1) De(f)g{sl,...,sN_l}uUJi.

€N

De plus, on a par définition de D.(f) :

osc(f,J;) =€ pour tout i e A.

Par le Fait 2, on en déduit

1
|Ji| < EJJ (v — @) pour tout i € A.

En revenant & (2.1) et comme A1({s1,...,sy-1}) = 0, on obtient alors

A

A

v ()

pNE

FISAN

m | =

Ceci étant vrai pour tout n > 0, on en déduit A\;(D.(f)) = 0 en faisant tendre 7

vers 0.

(2) Supposons que I'ensemble des points de discontinuité de f soit négligeable, et
montrons que f est Riemann-intégrable.

Pour n € N*, découpons I'intervalle [a, b[ en n intervalles semi-ouverts Jq p, . ..

b—a

; Jn,n

de longueur h,, := =2 ; explicitement J; ,, := [a + (i — 1)hy, a + ihy[ pouri = 1,...,n.

n
Posons

M, :=supf et m;,:=inf f (1<i<n),

,n

Ji,n

et définissons deux fonction en escalier ¢, et v, comme suit :
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min si te Jl,n Ml,n si te Jl,n

man si te J27n Mgm si te J27n
pn(t) =9 et n(t) =9

Mpn si t€Jyy My, si ted,y,

Fb) si t=b fb) si t=b

Autrement dit : ¢, (b) = f(b) = ¥y (b) et
on(t) =m;n et Yp(t)=M;, pourteJ;,, 1<i<n.

On a par définition ¢, < f < ¥,. Pour montrer que f est Rieman-intégrable, il
suffit donc de montrer que Sz Uy — SZ wn — 0 quand n — 0. Le point clé est le fait
suivant.

FAIT 3. ,(t) — f(t) et ¥y (t) — f(t) en tout point de continuité f.

Prewve du Fait 3. Soit t € [a,b] un point de continuité de f. Sit = b, alors ¢, (t) =
f(t) pour tout n donc il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que ¢ € [a, b[. Pour
tout n € N*, il existe alors un unique i = i, (¢) € {1,...,n} tel que t € J; ,. Si on pose
In(t) = Ji,(t)n> alors |Jn(t)] = hnp — 0, et donc J,(t) — {t} quand n — oo. Par le
Fait 1 et comme ¢ est un point de continuité de f, on en déduit que osc(f, J,(t)) — 0;
autrement dit (par définition de ¢, et ¥,) que ¥, (t) — pn(t) — 0. Comme @, (t) <
f(t) < p(t), on voit ainsi que ¢, (t) et ¥, (t) tendent tous les deux vers f(t). O

Il est maintenant facile de conclure. Par le Fait 3 et comme on suppose que
Pensemble des points de discontinuité de f est négligeable, les suites (pn) et (i)
tendent vers f presque partout, et donc ¥, — p, — 0 presque partout. De plus, on a
[tn (1) — on(t)| < 2| f]o pour tout n et pour tout ¢ € [a, b]. Par le théoréme de conver-

gence bornée, on en déduit que Ss(wn —n) — 0, ce qui termine la démonstration. [

Ezercice 1. Montrer que le produit de deux fonctions intégrables au sens de Rie-
mann sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann. Plus généralement, montrer que si

fi,---, fn : [a,b] — R sont intégrables au sens de Riemann et si ® : R — R est une
fonction continue, alors f(z) := ®(fi(x),..., fn(z)) est intégrable au sens de Riemann
sur [a, b].

Ezxercice 2. Montrer que toute limite uniforme de fonctions intégrables au sens de
Riemann est intégrable au sens de Riemann.

Ezercice 3. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Montrer que si f est intégrable
au sens de Riemann sur tout intervalle compact [, 5] < ]Ja, b[, alors elle est intégrable
au sens de Riemann sur [a, b].

3. Fonctions définies par des intégrales

Comme exemples trés importants d’application du théoreme de convergence do-
minée, on va maintenant démontrer deux résultats concernant la continuité et la
dérivabilité d’une “intégrale a parametre”, i.e. d’une fonction f de la forme

f(a) = fQF@c,t) dp(t)

ol x appartient & un certain “espace de parametres” X et F est une fonction de 2
variables, F': X x 0 — C.

Dans ce qui suit, (€2, B, 1) est comme d’habitude un espace mesuré.
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3.1. Continuité. Le “théoreme de continuité pour les intégrales a parametres”
s’énonce comme suit.

THEOREME 3.1. Soit F : X xQ — C, ou X est un espace métrique. Soit également
a € X. On fait les hypothéses suivantes.

(i) Pour tout x € X fixé, la fonction t — F(x,t) est intégrable sur Q.

(ii) Pour presque tout t € 2, la fonction x — F(x,t) est continue au point a.

(iii) Hypothése de domination : pour tout compact K < X, on peut majorer
|F(z,t)| pour x € K de la fagon suivante : |F(x,t)] < gk(t), ot gx(t) est
indépendant de x € K et la fonction gi : Q@ — RT est intégrable sur €.

Alors la fonction f: X — C définie par

fz) = fQ P ) dp(t)

est continue au point a.

Démonstration. La fonction f est bien définie par (i). Pour montrer la continuité,
fixons une suite (,)neny € X tendant vers a. Il s’agit de montrer que f(x,) — f(a).

Par (ii), on sait que F'(z,,t) tend vers F'(a,t) presque partout. De plus, K :=
{a} U {xn; n € N} est un compact de X car x, — a. Donc, par (iii), on peut trouver

une fonction gx intégrable sur Q telle que Vn Yt € Q : |F(zp,t)| < gk (t). Par le
théoreme de convergence dominée appliqué a la suite de fonctions F,(t) := F(xp,t),
on en déduit que §, F(xy,t) du(t) — §o, F(a,t) du(t), ie. f(zn) — f(a). O

Remarque. Dans (i), il suffit en fait de supposer que la fonction ¢t — F(z,t) est
pu-mesurable pour tout x € X fixé, car si on applique (iii) avec K := {z}, on obtient
|F'(2,t)| < g(ay(t), d'ott 'intégrabilité de ¢ — F(x,t). Cependant, si on veut montrer
la continuité d’une intégrale a paramétre f, il parait plus naturel de commencer par
montrer que la fonction f est bien définie, i.e. que (i) est vérifiée sous la forme donnée
plus haut.

COROLLAIRE 3.2. Soit F': X x Q — C, ou X est un espace métrique. On suppose
que F(z,t) est mesurable par rapport a t € Q (pour tout x € X fixé) et continu par
rapport ¢ x € X (pour tout t € Q fixé), et de plus que pour tout compact K < X, il
existe une fonction g intégrable sur Q telle que |F(z,t)] < gk (t) pour tout x € K et
pour tout t € Q. Alors la formule f(z) := SQ x,t) du(t) définit une fonction continue
sur X.

Comme cas tres particulier de ce résultat, on retrouve le théoreme de continuité
“pour enfants”

COROLLAIRE 3.3. Soit F': X x[a,b] — C, ou X est un espace métrique et [a,b] est
un intervalle compact de R. On suppose que la fonction F' est continue sur [a,b] x X.

Alors la formule f(x) = SZ F(z,t)dt définit une fonction continue sur X.

Démonstration. Comme F(x,t) est évidemment continu par rapport a x € X et
borélien par rapport a t € [a, b], il suffit de vérifier ’hypotheése de domination. Si K est
un compact de X, alors K x [a, b] est compact, donc la fonction continue F' est bornée
sur K x [a,b], disons |F(x,t)| < M. La constante M est intégrable sur [a, b] car [a,b]
est de longueur finie, donc on peut prendre g (t) := M. O

Exercice. Démontrer directement le Corollaire 3.3.
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Exemple 1. Si ¢ : R — C est une fonction intégrable sur R, alors la formule

f(z) = JR Mdt

t—=z

définit une fonction continue sur C\R.

Démonstration. La fonction F : (C\R) x R — C définie par F(z,t) := 2) gt

t—=z
borélienne par rapport a ¢t € R et continue par rapport a z € C\R. De plus, si z € C\R,

alors §(z) := dist(z, R) est strictement positif, et on a |F(z,t)| < % pour tout t € R;

donc la fonction t — F(z,t) est intégrable sur R (car ¢ est intégrable), autrement dit
f(2) est bien défini.

Si K est un compact de C\R, alors on peut trouver dx > 0 tel que 6(z) = dx pour
tout z € K : cela vient du fait que la fonction z — §(z) est continue sur le compact K,
donc admet un minimum sur K, minimum qui est strictement positif puisque 6(z) > 0
pour tout z € K. (Ce genre d’“argument de compacité” doit devenir un réflexe.) Pour
ze€ K etteR, on aalors |F(z,t)| < %? := gi(t). La fonction g est intégrable sur
R car ¢ l'est, et indépendante de z € K. Donc I’hypotheése de domination (iii) dans le
Théoreme 3.1 est satisfaite. g

Remarque. Cet exemple illustre bien le “mode d’emploi” du Théoreme 3.1. Pour
montrer que f(z) est bien défini pour tout z € C\R, on a besoin de vérifier que la
fonction ¢t — F(z,t) est intégrable, ce qui se fait en majorant |F'(z,t)|. La majoration
obtenu a ce stade dépend de z. Ensuite, pour vérifier la condition (iii) du théoréme,
il faut s’affranchir de la dépendance en z lorsque z varie dans un compact K < C\R.
Autrement dit, on reprend la majoration obtenue pour |F'(z,t)|, et on essaye de faire
disparaitre z en utilisant le fait que z est astreint a rester dans un compact.

Exemple 2. Si f : R — C est une fonction borélienne intégrable sur R, alors la
formule

fla) = fR flt)e = tdt

définit une fonction f continue sur R. La fonction f est la transformée de Fourier

de f.

Démonstration. La fonction F : R x R — C définie par F(x,t) := f(t)e ! est
borélienne par rapport a t continue par rapport & x. De plus, on a |F(z,t)| = |f(t)],
donc la fonction ¢ — F(z,t) est intégrable sur R pour tout z fixé; autrement dit f
est bien définie. Enfin, pour n’importe quel compact K < R, on peut prendre comme
“dominante intégrable” gx (t) := |f(t)|. Donc f est continue par le Théoreme 3.1. O

Exemple 3. Soit f : [0,00[— C une fonction borélienne. On suppose que pour tout
A > 0, la fonction ¢ +— f(t)e~* est intégrable sur [0, co[. Alors la fonction £f définie
par

a0
LFO) = J F(B)e Mt
0
est continue sur |0, oo[. La fonction Lf est la transformée de Laplace de f.

Démonstration. La fonction F :]0,00[x[0,00[— C définie par F(\,t) = f(t)e
est intégrable par rapport a ¢ pour tout A > 0 fixé, et continue par rapport a A pour
tout t fixé.
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Si K est un compact de |0, 00[, on peut trouver ex > 0 tel que YA e K : A > ek.
Pour A € K et t € [0,00[, on a donc |F(\t)| < |f(t)]e *K'. La fonction g (t) :=
|f(t)] e ekt est intégrable sur [0, co[ par hypothese sur f, donc I'hypothése de domina-
tion (iii) dans le Théoreme 3.1 est satisfaite. O

Exemple 4. Soit I un intervalle de R, et soit zg € I. Si g : I — C est localement
intégrable, alors la fonction G définie par

G(z) = Jz g(t)dt

o

est continue sur I. (Bien s, si g est continue, alors G est méme de classe C!.)

Démonstration. La fonction G est bien définie par hypothese sur g. Fixons a €
et montrons que G est continue au point a. Comme G(z) = SZO f@)yde+§7 f(t)dt, il
suffit en fait de démontrer que G,(x) := {7 f(t) dt est continue au point a. On va se
contenter de montrer la continuité ¢ droite au point a. (La preuve est la méme pour
la continuité & gauche.)

On apour z = a :

Ga() :L1[M](t)f(t) dt;:fF(z,t) dt.

I

Comme F(x,t) = f(t)1[q00[(t) 1jt,0[(7), on voit que pour ¢ € I fixé, le seul point
de discontinuité possible de la fonction x — F(x,t) est le point = = t (il se peut que
cette fonction soit continue car f(¢) pourrait valoir 0). Par conséquent, la fonction
x +— F(x,t) est continue (& droite) au point a pour tout ¢ # a, et donc pour presque
tout t € I. Donc la condition (ii) du Théoreme 3.1 est satisfaite.

Soit K un compact de I. Alors K U {a} est aussi un compact de I, donc on peut
trouver ag, Bk € I tels que K u{a} € [ak, Bi]. On a alors [a, z] € [ak, Bk ] pour tout
r e K, donc [F(x,t)| = 1142 (#) [f ()] < Loy 8k (D)]f(t)| pour z € K et pour tout ¢ € I.
Comme f est localement intégrable, la fonction gk := 1[4, g,|f| est intégrable sur I,
donc I'hypothese de domination (iii) du Théoreme 3.1 est également satisfaite. O

Remarque. Ce dernier exemple est un peu plus subtil que les deux précédents,
car on a vraiment besoin de la latitude offerte par le “presque partout” dans la
condition (ii) du Théoreme 3.1 : quoi qu’on fasse, pour a € I donné, la fonction
T F(x,t) = f(t)1[q,00[(t) 1[a,z](t) n’est a priori pas continue au point a pour tout
t € 1, mais seulement pour ¢t # a.

3.2. Dérivabilité. Le “théoréeme de dérivabilité pour les intégrales & parametres”
s’énonce comme suit.

THEOREME 3.4. Soit F : I x Q — C, ou I est un intervalle de R. On fait les
hypotheses suivantes.

(i) Pour tout x € I, la fonction t — F(x,t) est intégrable sur ) ;

(ii) Pour tout t € 2, la fonction x — F(x,t) est dérivable sur I ;

(iii) Hypothése de domination : pour tout compact K < X, on peut majorer
%—I;(aj,tﬂ pour x € K de la fagon suivante : |%—5($,t)| < gi(t), ou gk (t) est

indépendant de x € K et la fonction gx : Q — R est intégrable sur SQ.

Alors la fonction f: I — C définie par

fla) = | Pla.t)du(t)
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est dérivable sur I, et on peut dériver sous lintégrale :

F@ = | S,

Remarque 1. Si dans (ii) on suppose que la fonction = — F(z,t) est de classe C!
sur I (pour tout ¢ € Q), alors on peut conclure que la fonction f est de classe C' :
cela découle de la formule pour f’(x) et du théoréme de continuité des intégrales a
parametres.

Remarque 2. Le théoreme de dérivabilité ressemble énormément au théoreme de
continuité. La différence principale est que dans ’hypothese de domination, ce n’est pas
|F'(z,t)| qu'on majore mais ’%—i(ac, t)’ Ce n’est pas du tout surprenant, si on pense par
exemple au théoreme bien connu permettant de conclure a la dérivabilité de la limite
d’une suite de fonctions dérivables (f,,) : 'hypotheése importante dans ce théoreme est
la convergence uniforme de la suite des dérivées (f}).

Prewve du Théoréme 3./. La fonction f est bien définie par (i). De plus, si z € I
alors, en appliquant (iii) au compact K := {z}, on voit que la fonction ¢ — %—F(az t)
est intégrable sur €.

Soit a € I fixé. Pour montrer que f est dérivable en a avec la bonne formule pour
f'(a), il suffit de vérifier que pour toute suite (x,) < I tendant vers a (avec z,, # a),

o f(zn)
Tn) —
lim ———————= t)d
S f 55 (@) du(t) .
Par définition de f, on a
f x?’L - F xn, - a/,t
o Rt
Q
Par (ii), F(x"g’cg aF(at am( t) pour tout ¢t € Q. Il s’agit donc d’intervertir

une limite et une intégrale; ce qu’'on va bien entendu faire a ’aide du théoreme de
convergence dominée.

Comme x, — a, on peut trouver un intervalle compact K < I contenant a et
tous les z,. Comme |%—I;(a:,t)} < gk (t) pour tout x € K, on a par l'inégalité des
accroissements finis appliquée a la fonction x — F'(x,t) :

F(Cﬂn,t) — F(avt)

Ty — G

< gk (t)

pour tout n et pour tout t € 2. Par convergence dominée, on obtient donc

) F(zp,t) — F(a,t) [ oF "
th W@—L%<wwm,

n—00 Tp —a

ce qui termine la preuve du théoreme. ]

Comme cas tres particulier du Théoreme 3.4, on retrouve le théoréeme de dérivabilité
“pour enfants”

COROLLAIRE 3.5. Soit [a, b] un intervalle compact de R, et soit F : I x [a,b] — C.
On suppose que la fonctz'on F est continue sur I x [a,b], que F posséde en tout point

(z,t) une dérivée partielle v E(x,t) par mpport a la 1ére variable, et que la fonction %F

est continue sur I x [a,b]. Alors la formule f(x S F(x,t)dt définit une fonction de
classe Ct sur I, avec f'(x) = Sb 9E (1, t) dt.

a ox
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Démonstration. Pour tout x € I, la fonction ¢ — F'(x,t) est continue sur I'intervalle
compact [a,b], donc intégrable sur [a,b]. Pour tout ¢ € [a, b], la fonction x — F(z,t)
est dérivable sur I par hypothese. Enfin, si K est un compact de I, alors la fonction
continue 2 a— est bornée sur le compact K x [a,b], disons ‘aF } < M et comme les
constantes sont intégrables sur U'intervalle borné [a,b], on en déduit que la condition
de domination (iii) est satisfaite avec gx(t) := M. Donc le théoréme de dérivation
s’applique (c¢f la Remarque 1 plus haut). ]

COROLLAIRE 3.6. Soit F : U xQ — C, ot U est un ouvert de RN. On suppose que
(1) F(x,t) est intégrable par rapport a t € Q (pour x € U firé) et de classe C* par
rapport 4 x € U (pour t € Q fixé) ;

(2) pour tout compact K < U, il existe des fonctions gk.1,...,9k,N intégrables
sur ) telles que pour j =1,...,N on ait

F
<x,t>\ < ari().
Ly

Vre KVteQ :

Alors f(z) := §o F(z,t) du(t) est de classe C* sur U, avec pour j =1,...,N :

of oF
—(x) = x,t)d,
3 61:]( ) du(t) .-
De’monstmtion Par le théoreme, on voit que (;% existe sur U pour j =1,..., N,
avec ;Tfj(x) = Yo ax E (z,t) du(t). Par le théoreme de continuité, cette formule montre
que les fonctions a% sont continues sur U ; donc f est de classe C'. O

Exemple 1. Si f: R — C est une fonction intégrable vérifiant

f N 1 £(8)] dt < o0
R

pour un certain entier N > 1, alors sa transformée de Fourier

f f(t)e tdt

est de classe CN sur R, avec pour k = 1, .

FO @) = (-0 | t’ff(t)e—mdt — ().
R
Démonstration. On a besoin du fait suivant ;
Farr. Pour tout k € {1,..., N} la fonction ¢ — t* f(t) est intégrable sur R.

Démonstration. [Preuve du Fait] Cette fonction est intégrable sur [—1, 1] car f lest
et t* est borné sur [—1,1]. De plus, on a [t¥f(t)| < [tV f(t)| si [t| = 1, donc tF f(t) est
aussi intégrable sur {|t| > 1}. Au total, t*f(t) est intégrable sur R. O

Si on pose F(x,t) := f(t)e~ ™! alors F(x,t) est intégrable par rapport & t € R et de
classe CN par rapport a x, avec ‘Zkf: (z,t) = (—0)k ¥ f(t) e~™* pour tout ke {1,...,N}.
On a axk (x,t) ’ = [tF f(t)|, fonction intégrable sur R d’apres le Fait, et indépendante
de x ; donc on peut appliquer N fois le Corollaire 3.6 : f est de classe CV avec

—_—

FO@) = | (it e e = (<) D) pour k=1, N



3. FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES 105

g

Exemple 2. Si f : [0, 0[— C est une fonction borélienne admettant une transformée
de Laplace, i.e. telle que la fonction ¢ — f(t)e~* est intégrable sur [0, o0[ pour tout
A > 0, alors sa transformée de Laplace

A = f:o F(t)e Mt

est de classe C* sur |0, o[, avec pour tout k€ N :

o0
(B0 = (F [ rwe Ve,
0
Démonstration. Cette fois, on a besoin du fait suivant.

FAIT. Pour tout € > 0 et pour tout k € N*, la fonction ¢ — t¥ f(t)e~¢! est intégrable
sur R.

Preuve du Fait. Fixons € > 0, et choisissons « tel que 0 < a <¢e. On a

‘tkf(t)efst _ ‘f(t at’ « |tk (e— a)t’ ]

De plus, f(t)e™ est intégrable sur [0, 00| car f admet une transformée de Laplace,
et la fonction t — tFe= (€= est bornée sur [0, o[ car elle est continue et tend vers 0
a infini (puisque € — o > 0). Donc t* f(t)e~¢ est intégrable sur [0, oo. O

Si on pose F(\,t) := f(t)e™™, alors F()\,t) est intégrable par rapport a t € [0, o[
et de classe C* par rapport a A\ €0, o[, avec a/\’v E(\t) = (=D)Ftk f(t)e=™ pour tout
ke N*. Si K est un compact de |0, 0], on peut trouver e > 0 tel que YAe K : A >

ex. Pour A € K, on a alors ‘g/\l,:( )’ th| f(t)|e~¢xt, fonction intégrable sur [0, o[
d’apres le Fait et indépendante de A € K. Donc on peut appliquer le Corollaire 3.6 une

infinité de fois. O

REMARQUE 3.7. Les hypotheses du théoreme de dérivabilité sont un peu rigides,
car elles ne laissent aucune place au “presque partout”. Voici une version plus souple,
qui couvre effectivement des cas ou le théoreme ne s’applique pas tel quel (¢f 'exercice
ci-apres).

Soit F': I x Q — C telle que f(z SQ x,t) du(t) est bien défini pour tout x € I,
et soit a € I. On fait les hypothéses suwantes

(ii’) pour presque tout t € Q, la fonction x — F(x,t) est dérivable en a ;

(iii") pour tout compact K < I, il existe une fonction intégrable Cx : Q — R™ telle
que, pour presque tout t € Q, la fonction x — F(z,t) est Ck(t)-lipschitzienne
sur K.

Alors on peut conclure que f est dérivable en a, avec la bonne formule pour f'(a).

Démonstration. 11 suffit essentiellement de recopier la preuve du Théoreme 3.4.
(Les détails sont laissés en exercice.) O

Ezxercice. Soit ¢ : R — C une fonction intégrable telle que to(t) est également
intégrable sur R. Montrer que la formule f(z) := § |v — ¢ ¢(t) dt définit une fonction
de classe C! sur R.
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4. Deux exemples d’utilisation des théorémes

4.1. Transformée de Fourier d’une gaussienne. Soit g : R — R la fonction

“gaussienne” définie par
g(t) := e 2,

Comme g est continue (donc localement intégrable) et g(t) = o(1/t?) en +oo, la
fonction g est intégrable sur R. Le résultat suivant montre que g est, a une constante
pres, sa propre transformée de Fourier; ou, si on préfere, un vecteur propre de la
transformation de Fourier.

PROPOSITION 4.1. On a g = /27 g ; autrement dit,

0
f e PRt gy — /o7 e 7/2 pour tout x € R.
—0

Démonstration. La fonction t — te=t"/2 est intégrable sur R, car elle est continue
et o(1/t?) en +o0. Donc § est de classe C! sur R, avec

0]
§'(z) = —i f pe—/2g=nt gy
—00

. . N . _42 . N
Maintenant, on integre par parties, en remarquant que te £/t et au signe pres la

dérivée de e*/2. Pour tout T > 0, on a

g t2/2 —ixt 2/2 —izt]” g t2/2 it
f te U 2emt gt = [—ei / efm] +f e x (—ize™ ) dt .
_T =T -7

Quand T — 0, le “crochet” tend vers 0 car e /2 — 0 en +o0 et [e™@| = 1; et
I'intégrale apparaissant au second membre tend vers —ix Siooo e leiwt g — iy g9(z).
On obtient donc

g () =—ix (~izg(z)) = —xg(z).
Ainsi, g est solution de ’équation différentielle y'(x) = —x y(z); et donc

g(x) = Ce ™12,

pour une certaine constante C. On a C' = g(0) = SO_OOC et/ 2dt, et “on sait bien” que

cette intégrale est égale a +/27 (on verra une preuve de ce fait au Chapitre 7). O
Ezercice. Pour tout A > 0, déterminer la transformée de Fourier de g, (t) := e,

4.2. Calcul de l’intégrale SSO %dt. On a vu au Chapitre 4 que l'intégrale
Sio ant dt existe en tant qu’intégrale généralisée. Comme de plus la fonction f(t) := %ﬂt
se prolonge par continuité en 0 (avec f(0) = 1) et est donc localement intégrable sur
[0,0[, on en déduit que l'intégrale SSO sint 7t existe également. Dans cette section, on

¢
va calculer la valeur de cette intégrale.
On va utiliser le résultat général suivant concernant la transformée de Laplace.
PROPOSITION 4.2. Soit f : [0,00[— C une fonction continue admettant une trans-

ormee ae Laplace. n suppose que ETISTE €N Lant qunlegraite generaltsee.
‘e de Laplace. O o f(t)dt existe en tant qu’intégrale généralisé
Alors

Lf(N) — LOO ft)dt quand X — 0" .
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Démonstration. On notera [ l’intégrale SSO t) dt.

Soit F : [0, 00[— C définie par F(z) = §j f(t) dt. Comme f est continue, F' est de
classe C! avec F' = f. De plus, F(z) — I quand x — o0. En particulier, la fonction F
est bornée sur [0, oo[.

Soit A > 0. Pour tout X > 0, une intégration par parties donne

ﬁ)f@k”ﬁ - [F@pMEV+A£fF@pMﬁ
=_ﬂXk”X+AJXF@6“ﬁ.
0

Comme F est bornée, F(X)e™* — 0 quand X — o et la fonction ¢ — F(t)e™
est intégrable sur [0, oo[. En faisant tendre X vers I'infini, on obtient donc

gm)zxfnm%ﬁ

e}
J F (E) e “du,
0 A
pour tout A > 0.

Comme F(z) — I quand z — o0, on a limy_,o+ F(u/A) = I pour tout u > 0.
De plus, |F(u/A)e | < |F|we ™ pour tout A > 0 et pour tout u. Comme e * est
intégrable sur ]0,00[, on peut donc appliquer le theéoreme de convergence dominée
(dans sa version “continue”) pour conclure que

£ =0 |

0

0 0

Ixe_“du:lf e “du=1.
0

0

Remarque. La proposition 4.2 pourrait s’appeler théoréme d’Abel pour les trans-
formées de Laplace, car c’est un analogue “continu” du théoréme d’Abel “bien connu”
pour les séries entieres.

De facon précise, si on fait le parallele

(intégrale) «—— (série) et (eMNA>0) «— (z 6]0 10),
une transformée de Laplace §° f(t)e  dt = §° f(t)(e *)tdt = So )Yztdt pour A > 0

est ’analogue continu de la somme d’une série entiere Zo cpak pour x < 1.
L'existence de l'intégrale §;” f(t) dt = §;° f(t)e = correspond & la convergence de la

série Ylep = Y cx1F. Donc la Proposition 4.2, i.e. I’énoncé “SSC f() _)‘tdt — So t) dt
quand A — 0Fsi SO t)dt existe” correspond a ’énoncé 80 cpk — Zo Cx quand
x — 17 sila série ) ck est convergente”, i.e. au théoreme d’Abel.
sint
COROLLAIRE 4.3. On af —dt
o t 2
Démonstration. On applique la proposition avec f(t) := Smt, qui est continue

sur [0,00[ avec f(0) = 1. La fonction f est bornée sur [0, 0], donc elle admet une
transformée de Laplace; et on a vu que [ := SSO %ﬂt dt existe.

On sait que la fonction Lf est de classe C! sur 0, o[, avec

(L) (t) = —LOO tf(t)dt = — ro e Msintdt.

0
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Cette derniere intégrale est la partie imaginaire de SSO e Meltdt = SO e~

vaut /\L Donc
—1

Ny 1 _ 1 '
(Lf)(A) = Im<)\_i>— o pour tout A > 0;

et par conséquent
Lf(A) = —arctan(A) + C,

pour une certaine constante C.

A—i)

tdt, qui

Comme Lf(\) — I quand A — 0" d’apres la proposition et comme arctan(0) = 0,

on voit que C' = I.
Mais par ailleurs, on a aussi

lim £f(\) =0,
A—00

ce qui se voit en appliquant le théoreme de convergence dominée, ou simplement en
écrivant [Lf(N)] < §7|f(t)|eMdt < § e Mdt = - Comme arctan(A) — 5 quand

A — 0, on en déduit que C' = 7, d’ou finalement I = 7-

0



Chapitre 7

Intégration dans RY

1. Cadre et notations

Dans ce chapitre, on va intégrer des fonctions boréliennes, positives ou a valeurs
complexes, sur des parties boréliennes de RN, N > 1, par rapport & la mesure de
Lebesgue A\ .

Le mot “intégrable” signifiera toujours “intégrable par rapport a Ax”. Une fonction
f est donc intégrable sur < RY si et seulement si elle est borélienne et

f |fldANn < 0.
Q

En particulier, si Q@ € RY est un borélien borné, alors toute fonction borélienne
bornée f : Q — C est intégrable sur €, car Ay (€2) < 0. C’est le cas par exemple si f
est continue et si € est compact.

Comme d’habitude, I'intégrale d’une fonction f sur un ensemble Q < RY peut se
noter

Lfd)\N, L f(x)dAn(z) ou Lf.

Cependant, on utilisera aussi les notations

jf(z)d:n ou ff(ml,...,a:N)dx1~~dazN.
0 0

Enfin, pour N =2 et N = 3, on écrira plutot

ff(x,y)dxdy ot j .y, 2) dudyds
Q Q

Remarque. Si p,q € N*, on identifiera constamment RPT? avec R? x R?. On rappelle
la propriété de produit établie au Chapitre 2 : si A € R? et B < RY, alors

Aptq(A X B) = Ap(A) x Ag(B).

2. Interprétation géométrique de l’intégrale

Si f est une fonction positive définie sur un ensemble Q < RY, on notera SG(f, Q)
le sous-graphe de f au dessus de (2 :

SG(f,Q) :=={(z,7)eRY xR; z€Q et 0 <7 < f(z)}.
Par définition, SG(f,Q) est donc une partie de RV x R = RN+,

LEMME 2.1. Si Q € RN est borélien et si f : Q@ — [0,0] est borélienne, alors
SG(f,9) est un borélien de RN*1,

109
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Démonstration. Soit ® : Q@ x R — [0,0] x R définie par ®(x,7) := (f(z),7).
L’application ® est borélienne car ses composantes le sont ; et on a

SG(f,Q) = 27'(4),

ou A := {u,v) € [0,0] xR; 0 < v < u}. L’ensemble A est borélien dans [0, 0] x R car
c’est I'intersection d’un ouvert et d’un fermé, a savoir {(u,v); v < u} et {(u,v); v = 0}.
Donc SG(f,Q) = ®~1(A) est borélien dans Q x R, et donc dans RV*! puisque Q est
borélien dans RY. O

La proposition suivante donne en particulier un sens précis a la phrase “I'intégrale,
c’est ’aire sous le graphe”.

PROPOSITION 2.2. Soit Q un borélien de R . Pour toute fonction borélienne f :
Q2 — [0,00], on a

L Fdhn = Ans1(SG(f, Q).

En particulier, si 0 € R, alors SQ f(x)dx est Iaire sous le graphe de f ; et si Q < R?,
alors SQ f(z,y) dxdy est le volume sous le graphe de f.

Démonstration. Soit f : Q — [0, 0] une fonction borélienne positive. On va distin-
guer 2 cas.

CAs 1. Supposons que f soit étagée.

Ecrivons f = Z?:l ailg,, ol a; € RT et les E; sont des boréliens formant une
partition de €. On a alors

f Fdr, = i ai v (Ei) .
Q i=1

Par ailleurs, on voit en faisant un dessin que SG(f, Q) est la réunion disjointe des
Ei X [0, ai[. Donc

AN+1(SG(f, Q) = i An+1(Ei x [0, aq])
i=1

= Z AN (Ei) A1([0, au]) par la propriété de produit
i=1

— Zla A (E;) = Jﬂfd)\N.

CaAs 2. Cas général.

Soit (¢p) une suite approximante de fonctions étagées positives pour f. Comme
f = sup,, pn, I'équivalence suivante a lieu pour tout (z,7) € 2 x R :

fz)>7 < IneN : g,(x)>T.

Autrement dit, on a

SG(/,9) = | J SG(en, Q).
n=0
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Comme la suite des sous-graphes SG(¢y, §2) est croissante (car la suite des fonctions
©n Lest), on en déduit

A1(SG(f,9) = Tim vy (SGlen )

= lim Yn dAN par le Cas 1

n—00 Q

J fd\n par convergence monotone .
Q

O

Remarque. On peut utiliser cet exemple pour calculer... I'aire d’un disque.

Soit en effet R > 0 et soit D < R? le disque ouvert de centre 0 = (0,0) et de rayon
R:

D :={(z,y) e R? z? + y* < R?}.

Si on pose Dt := D n {(z,y); = = 0} et D™ := D n {(z,y); =z < 0}, alors
D = D' uD™ et DY n D™ =] — R,R[x{0}. Comme Xz(] — R, R[x{0}) = 0 (car
| — R, R[x{0} est contenu dans une droite), on a donc Aa(D) = Aa(D*) + X2(D7). De
plus Ao(DT) = A\o(D™) par symétrie, donc \a(D) = 2Xo(D™T). 11 suffit donc de calculer
Ao(DT).

Si on note f :] — R, R[— R la fonction définie par f(x) := v/ R? — 22, alors on a
visiblement D = SG(f, | — R, R[). Donc

R R
Ao(DF) = fR f(z)dz = JR VR?—22dz.

En posant x = Rt, de sorte que do = Rdt et vV R? — 22 = R+/1 — t2, on obtient
SfR VR? —22dx = R? Sl_l V1 —t2dt. L’intégrale Sé V1 —t2dt a été calculée au Cha-

pitre 5 : elle vaut fort heureusement %- Ainsi, Ap(D") = %Rz, et donc \o(D) = TR2.

3. Intégrales itérées

3.1. Coupes et volumes. Dans cette section, p et g sont des entiers strictement
positifs. Comme indiqué plus haut, on identifiera constamment R? x RY avec RPT9,

NOTATIONS. Soit Q € RP x RY = RPT4.
e Pour tout z € RP, on note €2, la coupe de (2 a ’abscisse z :
Qp :={yeR% (z,y) e Q} <RI,
e Pour tout y € R?, on note Y la coupe de €2 a I’ordonnée y :
O i:={reRP; (z,y) e Q} < R".
EXEMPLE. Supposons que 2 soit de la forme 2 = A x B, avec A € RP et B < RY.

Alors
_|B sizeA, y JA siyeB,
Qm{@ sizga 8 {@ siy ¢ B.

LEMME 3.1. ©Q < RP x R? est borélien, alors toutes les coupes €, et QY sont des
ensembles boréliens.
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Démonstration. Si x € RP, alors , = ®,1(Q), ot &, : R? — RP x R? est Pappli-
cation y — (z,y); donc Q, est borélienne car €2 est borélien et @, est continue. On
montre de méme que les coupes Y sont boréliennes. ]

LEMME 3.2. §i Q < RP x RY est borélien, alors les applications x — Ay(£2) et
y — A\p(QY) sont boréliennes, respectivement de RP dans [0,00] et de RY dans [0, o0].

Bien que d’allure tres innocente, ce lemme n’est pas du tout évident. Par souci
d’efficacité, on va I'admettre a ce stade. On le démontrera au Chapitre 10, dans un
cadre plus général.

Le résultat suivant porte parfois le nom de Principe de Cavalieri. Il entraine
en particulier que si A et B sont deux parties de R? dont les sections horizontales ou
verticales ont la méme longueur (A\;(A;) = Ai1(B;) pour tout z, ou bien A\;(AY) =
A1(BY) pour tout y), alors A et B ont la méme aire; et que si A et B sont des parties
de R3 dont les coupes paralleles & un certain plan de coordonnées ont la méme aire,
alors A et B ont le méme volume.

PROPOSITION 3.3. Pour tout borélien Q2 < RP x R4, on a

Apiq(Q) = JRP A(Q) da = JRq Ap(QY) dy .

Démonstration. On peut se contenter de montrer 'une des deux égalités; par
exemple que A\pyq(Q) = {p, Ag(Q) dz pour tout borélien Q = RPH,

FAIT. La fonction d’ensembles p : B(RPT9) — [0, o0] définie par

pA) = [ Ny do
RP
est une mesure (borélienne) sur RP4.

Prewve du Fait. On a pu() = 0 car J, = J pour tout z € RP.
Soit (Ag)gen une suite de boréliens de RPT? deux a deux disjoints. On a pour tout

reRP:
(U Ak) = |_|(Ak)x7
k=0 "

k=0
ou le symbole | | signifie “réunion disjointe” ; donc

(;OA’“U B ;: Ay ((Ar)s)

On en déduit

()

Il
= ?
b
=
L8
>
=]
—
S
=
8
S—
N——
u
I3
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Il s’agit de montrer qu’en fait 1 = Apiq; et il suffit pour cela de vérifier qu’on a
wu(P) = |P| pour tout pavé P < RPT4.

Soit P un pavé quelconque de RPT4, et écrivons P = A x B, ou A et B sont des
pavés de RP et de RY respectivement. Alors P, = Bsize Aet P, = Jsix ¢ A; donc

[ Xg(B) sizeA,
)\Q(Px)_{ 0 siz¢ A

On en déduit
uP) = [ ABrae = [ i,
= MN(B) Ap(4)
= |A]|B|=|P|.
0

REMARQUE. La Proposition 2.2 est une conséquence formelle du principe de Ca-
valieri. En effet, si f est une fonction borélienne > 0 sur Q < RY et si z € RY, alors
SG(f, )y = & six¢Q et SG(f,Q)y = [0, f(z)[ si z € Q. Donc A (SG(f,Q),) = 0 si
z ¢ Qet A\ (SG(f,Q)z) = f(z) si z € Q; et donc, par Cavalieri :

Av1(SG(f,Q)) = JRN A (SG(f,Q),) dx = L f(z) da.

Exemple 1. Aire d’un disque (!!)
Soit R > 0, et soit D < R? le disque fermé de centre 0 = (0,0) et de rayon R :
D = {(z,y) e R%; 22 +y?> < R?}.

On va calculer \o(D) en utilisant la Proposition 3.3 . Ici, on est dans R? = R x R
doncp=1=q.

Siz € R, alors D, = & siaz¢[-RR]| et Dy = [-VR>—22,VR?>—2?] si
x € [-R, R]; donc

o 0 si z ¢ [—R, R],
M(Dg) = {Qm si « € [-R, R].

Par conséquent,

R
Ao(D) = J 2V R? — 22 dx
R

1
J 2RA\/1 — u? Rdu
1

= 2R? x g (calcul déja fait).

Exemple 2. Volume d’une boule dans R3.
Soit R > 0, et soit B la boule euclidienne fermée de rayon R (centrée en 0) dans
R3 :
B ={(z,y,2) e R% 2% +y* + 2> < R?}.
On se doute que A\3(B) = %WR?’; mais encore faut-il le montrer proprement. On
va le faire grace a la Proposition 3.3.
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On écrit R? = R? x R, et donc (z,y,2) = ((x,9),2)). Si z € R, alors B* = (J si
z ¢ [—R, R], et B* est un disque de rayon v R? — 22 si z € [—R, R]; donc

. 0 si z ¢ [—R, R]7
A2 (B7) = {W(R2 —2%)  size[-R,R].

Par conséquent,

A3(B) = JR m(R? — 2%) dz

Ezxercice 1. Soient R, h > 0. Calculer le volume du cone C' < R3 de hauteur h basé
sur le disque de centre 0 et de rayon R dans le plan des xy.

Ezxercice 2. Montrer que si f : R — R est une fonction borélienne, alors le graphe
de f est Ap-négligeable.

Exercice 3. Calculer le volume d’une boule euclidienne de rayon R dans R?.

3.2. Le Théoréme de Fubini. Dans cette section, p et ¢ sont toujours des entiers
strictement positifs. Le point générique de RPT4 = RP x RY se note

u=(x,y) avec z € RP et y € R?.

LEMME 3.4. Soit Q un borélien de RPT? = RP x R?. Si f : Q — [0,00] est une
fonction borélienne, alors les applications x — SQZ flz,y)dy ety — S, f(z,y) dz sont
boréliennes, respectivement sur RP et sur RY.

Démonstration. On se concentre uniquement sur la fonction = — SQ f(z,y)dy,
T
que I'on note ®;. Selon une routine désormais familiere, on traite d’abord le cas d’'une
fonction f étagée, et on conclut par convergence monotone.

CAs 1. Cas ou la fonction f est étagée.
On écrit f = Zf\il o;lp,, ou o = 0 et les E; sont des boréliens de 2. Si x € RP,

alors

M=
2
je) ?

Lz flay)dy -

8

s
Il
—

Lk, (1Y) dAg(y)

8

@
Il
—_

I
M=

>
2 ?

I
M=
£
Q>/
=
5

N
Il
—

D’apres le lemme 3.2, les applications z — )\q((Ei)x) sont boréliennes; donc @y
est borélienne.
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Cas 2. Cas général.

Soit (¢y) une suite approximante pour f. Par convergence monotone, on a

f flz,y)dy = hm on(z,y) dy pour tout z € RP;
Qg
donc @ est borélienne par le Cas 1. g

Voici maintenant le tres fameux théoréme de Fubini.

THEOREME 3.5. Soit Q un borélien de RPTY = RP x RY, et soit f une fonction
borélienne sur §2, positive ou & valeurs complexes.

(1) Cas “positif” : si [ est positive, alors

[ ravea= [ ( ) w) iz~ [ ([ i),

(2) Cas “intégrable” : si f est intégrable sur Q (par rapport a \p1q), alors on
a le droit d’écrire

[ rane -] (L fandy)de= [ ([ swi)an.

Remarque. La signification précise de “on a le droit d’écrire” dans (2) est la sui-
vante :
e pour presque tout x € RP, la fonction y — f(xz,y) est intégrable sur Q, par
rapport a Ag;
e pour presque tout y € RY, la fonction = — f(x,y) est intégrable sur QF par
rapport a A ;
e Les fonctions presque partout définies

yim | tewdy e @)= | feyds
Q Qv
sont respectivement \j,-intégrable sur R? et A, -intégrable sur RY, et on a

COROLLAIRE 3.6. Soient A € RP et B < RY des ensembles boréliens. Si f est une
fonction borélienne positive ou intégrable définie sur A x B < RPT4, alors

foB /= L (fB f@.y) dy) dr = JB (L f(,y) dy) de .

Démonstration. On applique le théoreme avec 2 := A x B. Comme 2, = J si
x ¢ Aet Q, = Bsixze A, onaSQ f(x,y)dy=Osix¢AetSsz(as,y)dy=

SB z,y)dy si x € A. Donc S]Rp (SQ f(z,y) dy) dx = SA (SB f(z,y) dy) dz; et de méme
SRG (SQU Y dﬂ?) dy = SB (SA z,y) dy) dx. 0

Avant de donner la preuve du théoreme de Fubini, il est bon d’expliciter son “mode
d’emploi” et de donner quelques exemples.

MobDE D’EMPLOI DE FUBINI. Le théoreme de Fubini permet sous certaines hy-
pothéses de permuter des intégrales.
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e Si la fonction f qu’on considere est positive, il n’y a rien a vérifier : tous les
calculs sont permis.

e Si la fonction f n’est pas positive, il faut vérifier qu’elle est intégrable sur
le domaine € considéré, i.e. qu'on a {,|f| < oco. Comme |f| = 0, on peut le
faire... en appliquant le théoréme de Fubini (cas “positif”).

x

Exemple 1. Calcul de l'intégrale I := f dxdy .

[0,00[x[0,00[ (1 + 22 + ¢?)?

La fonction a intégrer est borélienne positive sur Q := [0, co[x[0, o[, donc il n’y a
pas d’états d’ame a avoir. On a

o0 o0 T
1 = ———=dx | d
J, () Tz )
*1 1 1 r=
= f To1 &£ 2442 dy
1 joo dy
N 2 0 1+ y2
_ T
4
Exemple 2. Calcul de l'intégrale I := J z dxdy, ou
QY

Q:={(z,y)eR% z>1,1<y<2’et z+y<6}.

Cet exemple ne présente aucun intérét, hormis le fait qu’il oblige a dessiner le
domaine ) et a identifier les coupes. La fonction a intégrer est positive sur €2, donc on
peut appliquer Fubini sans se poser de questions.

En faisant soigneusement le dessin, on constate qu’on a

(%) six<louxzx > 5,
Q=< [1,27] sil<z<2,
[1,6 — z] si2<ax<b5.

On a donc

~
[l

(o) L )

2 5
= f zlog(z?) dx + f xlog(6 — x) dx
1 2

2 5
= 2f xlog(z) dx + J xlog(6 —x)dx.
1 2
La premiere intégrale se calcule par parties en intégrant = et en dérivant log(z); et
la deuxieme se calcule elle aussi par parties, ce qui se voit peut-étre mieux en écrivant
Sg’xlog(6 —x)dx = Sf(G — u)log(u) du. Au total, on trouve I = 133]og(2) — 18 (sauf
trés probable erreur de calcul).

Exemple 3. Montrons (& nouveau) qu’on a pour tout A > 0

o
J ST e g, g — arctan(\) .
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La fonction x — Si%e”“” dx est intégrable sur |0, o0[ car % est borné (par 1),
donc I(\) := 80 % e~ dx est bien définie pour tout A > 0. Dans la suite, on fixe
A>0.

Le point de départ est d’écrire que pour tout z > 0, on a

o0]
e M =g f e dy.
A

i 0 . —
Donc #22£ = {Esinze™*¥dy , et donc

a0 0
I(\) = J (J sinxe_xydy> dx .
0 A
Si on admet provisoirement qu’on peut permuter les deux intégrales, on obtient
0 Q0
J <J sin e_y“"da:> dy
A 0
ee} ee} .
J Im <J e(zy)xdaz> dy
A 0

o0
d
= f 7‘?]2 (calcul déja fait)

1+

I(A)

= g — arctan(\) .

Il reste a justifier qu’on avait bien le droit de permuter les deux intégrales. D’apres
le théoreme de Fubini, il suffit de vérifier que la fonction f(x,y) := sinze ™Y est
intégrable sur |0, oo[ x [\, oo[ ; autrement dit, par “Fubini positif’, qu’'on a

00 ©¢] Q0 Q0
f (J | sin z| e‘”ydy> dxr < o0 ou encore f <J | sin x| ezydx> dy < oo
0 \Jx A

0
Il ne faut surtout pas majorer |sinz| par 1 (vérifier que ¢ga ne mene a rien). Pour
éviter cette tentation, on va intégrer d’abord en y, puis en x : on obtient

o0 Q0 Q0 Q0
J <J | sin z| ezydy> dz f | sin z| <J eyxdy> dz
0 0 A

A
o
_ J [sn2] xa g,

0 X

* A
< f e “dr < .
0

Il est temps a présent de donner la

Preuve du théoréme de Fubini. Soit f une fonction borélienne sur 2 € RP x RY,
positive ou intégrable par rapport a Ap4.

(1) Supposons f > 0. Par le principe de Cavalieri, on a

J JdAprq = Aprgr1 (SG(f’ Q)) = j Ag+1 (SG(fv Q)x) dzx.
Q Rp

De plus, on vérifie sans difficulté que si x € RP, alors
ou fy : Q; — [0,0] est la fonction définie par f.(y) = f(z,y).
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Donc, a nouveau par Cavalieri,

| 7@ = | i (560100 da

I
_ JRP UQ Iz qu> i
B f (L f(z,y) dy) dz.

On montre de méme que §g, (§o, f(z,y) dz) dy = §, f dXpiq.

(2) Supposons f intégrable.

Par linéarité, on peut supposer que la fonction f est a valeurs réelles, ce qui va
permettre d’appliquer le cas “positif’ aux fonctions f* et f~. On doit montrer que
pour presque tout x € RP, la fonction y — f (I y) est intégrable sur Q;, et que la

fonction presque partout définie ®(z) := SQ (x,y) dy est A\p-intégrable sur RP, avec
Sgo ©(x) dz = §, f. (La deuxiéme ¢ mtegrale itérée” se traite évidemment de la méme
fagon. )

Par (1), on a

fm UQZ |f(x,y)dy> dz = L 1| dApsq < 0.

Autrement dit, si on pose O(z) := §,, |f(x,y)|dy, alors la fonction (borélienne)
positive © vérifie {3, ©(x) dz < co. En particulier, on a ©(z) < o0 presque partout;
donc

O(x) = J f(x,y)dy est bien défini presque partout .
Qg
De facon précise, ® est bien définie en tout point de I’ensemble borélien
E:={zeRP; O(x) < 0}

et pour tout x € I/, on a
O(z) = . f*(ﬂfay)dy—fQ [ (z,y) dy

Cette formule et la Proposition 3.4 montrent que la fonction ® est borélienne sur
E. On la prolonge en une fonction borélienne ® sur R? tout entier en posant ®(z) =0
pour z ¢ E. La fonction ® vérifie |®(z)| < ©(x) pour tout € RP (c’est évident si

v ¢ E, ctsize Eona |d(z) = |®(x) = ’SQQC z,y dy‘ So, 1f(@,y)dy = O(x)).

Donc @ est intégrable sur RP, et par conséquent ® est \,-intégrable.

Il reste a montrer qu’on a
J O(x)dx = f fs
RP Q
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ce qui se fait en appliquant (1) aux fonctions positives et intégrables f* et f~ et en
se souvenant que \,(RP\E) =0 :

prcb(x)dx - JE@(x)dx

- 1], f*(w)dy—f F @) dy) do
[(f rmm)o [, s
(L s L (] o)
N
.

Ezercice. Soit f :]0,1[x]0,1[ la fonction définie par

2 .2
f(ﬂﬁ,y)i:ﬁ'

fag) =LY Yoo (=
DY\ y?) T T\t

puis montrer que les deux intégrales itérées Sé (Sé fz,y) dy) dz et Sé (Sé flz,y) dx) dy

Vérifier qu’on a

existent mais ne sont pas €gales. A-t-on pour autant découvert une contradiction dans
les mathématiques ?

4. Changements de variables

4.1. Ré-écriture de la formule de changement de variable dans R. La
formule de changement de variable “générale” démontrée au Chapitre 5 peut se ré-
écrire de la fagon suivante.

PROPOSITION 4.1. Soit ¢ : I — R une fonction de classe C* et strictement mono-
tone sur un intervalle I < R. Pour toute fonction borélienne f positive ou intégrable
sur ¢(I), on a

. x)dr = du .
(4.1) R f F(6()) |6 ()]

Démonstration. Ecrivons I = (a, b).

Si ¢ est croissante, alors gb( ) = (¢(a),p(b)) et ¢ = 0; donc

o(b)
ff D16/ (w)]du = f ¢ (u)du = f()dm:f f(z) d.
¢(a) o(I)

Si ¢ est décroissante, alors (b( ) = (6(b), ¢p(a)) et ¢’ <0; donc
¢(b)

b
f F(6(w) | (w)]du = j F(6()) x (—(u))du = — f f@de= [ fa)de.
I a o(a) (1)
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g

L’intérét de la ré-écriture est qu’il est tres facile de donner un sens a (4.1) pour
des fonctions de plusieurs variables : il suffit de remplacer ¢'(u) par le déterminant
jacobien Jy(u) pour obtenir un “candidat formule de changement de variable” dans
RN

4.2. Enoncé de la formule de changement de variables dans RY. Rap-
pelons qu'un difféomorphisme entre deux ouverts 2,9 < R est une bijection
O Q — O telle que @ et ! sont de classe C!. Par exemple, si I est un intervalle
ouvert de R et si ¢ : I — R est une fonction de classe C! telle que ¢’ ne s’annule jamais,
alors ¢ est un difféomorphisme de I sur l'intervalle ouvert I’ := ¢(I).

Si®:Q — RN est une application de classe C' sur un ouvert Q < RY, on note
Jo(u) le déterminant jacobien de ® en un point u € Q, i.e. le déterminant de la
matrice jacobienne de ® au point u. En écrivant ®(u) = (®1(u),...,Px(u)), on a donc

Jo () = det (0 8:(w)) <y -

Le fait suivant, tres utile dans la pratique, est une conséquence du théoréme d’in-
version locale.

FarT. Une bijection ® :  — ' entre deux ouverts de RY est un difféomorphisme
si et seulement si ® est de classe C! avec Jg(u) # 0 pour tout u € . Plus généralement,
si®:Q — RN est de classe C! et injective, avec Jg(u) # 0 pour tout u € €2, alors
Q' := ®(Q) est un ouvert de RY et ® est un difféomorphisme de € sur €.

THEOREME 4.2. (formule de changement de variables)
Soit ® : Q@ — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts de RN. Pour tout borélien
A < Q et pour toute fonction borélienne f positive ou intégrable sur ®(A), on a

f f(x)dxzf f(@u))|Jo(u)| du.
D(A) A

Remarque 1. L’ensemble ®(A) est bien un borélien de RY car ®(A) = (@*1)71(14)
et I’application ®~! est continue (donc borélienne).

Remarque 2. Dans le cas “intégrable”, I’énoncé précis est le suivant : si f est
intégrable sur ®(A), alors f(P(u))|Jop(u)| est intégrable sur A et la formule est vraie.

COROLLAIRE 4.3. §1 ® : Q — Q' est un difféomorphisme entre deux ouverts de
RN alors on a pour tout borélien A < Q) :

An (B(4)) = L ()] du
Démonstration. On applique le théoreme avec f :=1:

)\N(®(A)) = f 1(z)dx = fA 1(P(u)) |Jp(u)|du = JA | Jo ()] du .

o(A)
g

MODE D’EMPLOI DE LA FORMULE. Supposons qu’on veuille calculer une intégrale
I :f flx1,...,xN)dzy - - doy,
D

olt D est un certain “domaine” dans RY. On peut procéder comme suit.
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(i) On devine (peu importe comment!) qu’il peut étre avantageux d’introduire

de nouvelles variables uy,...,un.

(ii) On exprime x = (x1,...,zy) en fonction de v = (uy,...,un), et on vérifie
qu’on a bien un diffomorphisme x = ®(u) défini sur un ouvert € tel que
o(02) 2D.

(iii) On écrit x = ®(u) et dox = |Jp(u)|du, i.e.
d.%'l e ~d.%‘N = ’Jq;(ul, c. ,UN)’dul o ~duN .

(iv) On trouve le domaine D tel que ®(D) = D.

(v) On écrit la formule de changement de variables
J f(.%'l, e ,xN) dacl s 'de = JN f(ul, N ,UN) ’J@(ul, e ,uN)]dul N -duN s
D D
en n'oubliant pas de remplacer D par D et de mettre un valeur absolue autour
du déterminant jacobien.

Exemple 1. Soit D = {(z,y) e R% z+1<y<z+2et —1<x+2y<2}. On
veut calculer Vintégrale I := { zy dxdy.

On devine qu’il peut étre utile d’introduire les variables
u=y—x et v=x+2y.
La raison est assez claire : par définition de D,
(z,y) e D «— (u,v)eD:=[1,2] x [-1,2],

et le domaine D est visiblement “plus simple” que D.
Pour exprimer (z,y) en fonction de (u,v), on inverse le systéme

u = y—zx
v o= x+2y’

(x’y):( 3 3

Il est évident que ® est un difféomorphisme (linéaire) de R? sur R? (I'inverse est
d(z,y) = (u,v) = (y =z, +2y)!); et on a

ce qui donne

_2 1 1
Jo(u,v) = det ( 13 %) =3 pour tout (u,v) € R2.

3 3
D’apres la formule de changement de variables, on a donc

v—2 U+ 1
xydxdy = f ( ) ( > x —dudv
Lp [1,2]x[-12] \ 3 3 3
1 (2 /2
= — f (v? — uv — 2u?) dv | du par Fubini.
27 )1 \J1
Le calcul ne présente alors plus aucune difficulté. On obtient finalement I = 12098

(sauf erreur de calcul).

Ezxercice. Calculer directement I a ’aide du théoréeme de Fubini, sans utiliser la
formule de changement de variables.
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Exemple 2. Calcul de l'intégrale

[ f _dzdy
10,1[x]0,1[ 1 —z%y?

Soit Q = {(u,v) e R%; u >0, v >0, ut+v < 7/2} et soit & = Q — R? Iapplication
définie par

w(u0) =

Il n’est pas trop difficile de montrer (c’est un bon exercice) que ® est une bijection
de Q sur le carré |0, 1[x]0, 1[, dont la réciproque est donnée par

1— 22 1—
oz, y) arccos T 27 ,arccos | | 7 _I2

(En revanche, ne surtout pas demander comment on a pu deviner ce changement de
variables...)

Les formules montrent que ® ® et ®~! sont de classe C', i.e. ® est un difféomorphisme ;
et pour (u,v) € 2, on a (en posant (z,y) = ®(u,v))

sinu Sinv
cosv’ cosu )

COS U sin u sin v
2
— COS v cos? v
J(I)(U,U) det sin v sin u COS v
cos?u cosu

= 1—tan?utanv

1—a%y?.

D’apres la formule de changement de variables, on a donc

dxdy f
1= f ———— = | dudv = X 3(Q);
o) L —2%y* g ()

autrement dit

="
8

Ezxercice. Utiliser I'exemple précédent pour calculer Zk 0 % H)Q ; puis calculer

DI 2

REMARQUE 4.4. Bien entendu (comme en dimension 1), on peut aussi utiliser
la formule de changement de variables “en sens inverse” : on doit au départ calcu-

ler une intégrale §, g(u1,...,un)duy ---duy, et on introduit de nouvelles variables
x1,...,oN telles que (x1,...,2N) = ®(uy,...,uy) pour une certaine fonction ®. I
faut alors exprimer (uq,...,uy) en fonction de (z1,...,xy), autrement dit déterminer
le difféomorphisme ® !, et appliquer la formule de changement de variable & ®~!. En
pratique, cela veut dire : se débrouiller pour tout exprimer en fonction de z1,...,zyN
et dry,...,dxy dans g(uq,...,un)duy - - duy.

Ezercice. Calculer I'intégrale I := S{u>v>0}(u4—04)6_(“+”)2dudv en posant (z,y) =
(u? + 02, 2uv).
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4.3. Intégration en coordonnées polaires. Le cas particulier suivant de la
formule de changement de variables est d’une tres grande utilité.

PROPOSITION 4.5. Soit D un borélien de R?, et soit p = (x9,y0) € R%. Pour toute
fonction borélienne f positive ou intégrable sur D, on a

J f(z,y)dedy = J~ f(xo + rcosf,yo + rsin 0) rdrdf ,
D D

ou D := {(r,0) eR% r>0,0<6 <27 et (xg+rcosd,yo + rsinb) € D}.
Démonstration. Soit ® :]0, o[ x 0, 2m[— R? I’application définie par
O(r,0) := (zg + rcosb,yo + rsinb).

Il est clair que ® est une bijection de classe C! de Q :=1]0, o[ x ]0, 27[ sur 'ensemble
de tous les (z,y) € R? s’écrivant (zg + 7cosf, yo + 7sind) avec r > 0 et § # 0 [27];
autrement dit sur Q' := R*\A, ot A est la demi-droite d’origine (xo,%0) parallele &
I'axe des abscisses et dirigée vers la droite. En particulier, £’ est un ouvert de R2.

On a

cos@ —rsinf

Jo(r,0) = det (sin9 " cos 0 > =r>0 pour tout (r,6) € €.

Donc @ est un difféomorphisme ; et comme CI)(ﬁ) = D n Q' par définition de 75, la
formule de changement de variables s’écrit

f f(z,y)dedy = fN f(:vo + rcosf,yo + rsin 9) rdrd0 .
DY D

Enfin, D\Q' est négligeable pour la mesure de Lebesgue Ag, car il est contenu dans
la demi-droite A. Donc on peut écrire SD au lieu de SDﬁQ/. O

Remarque. La seule chose a retenir pour intégrer correctement en coordonnées
polaires est qu’on a

dxdy = rdrdf .

Si de plus le “centre d’intégration” est (xg,yo) = (0,0), alors il faut aussi se souvenir
qu’on a
r? = 22 + y2 .

En général, c’est ce qui doit alerter : si on voit apparaitre 22 +y? dans une intégrale,
on doit penser au coordonnées polaires.

EXEMPLE 4.6. Comme application de la formule d’intégration en coordonnées po-
laires, on va calculer I'intégrale de Gauss

Q0
I :zj eft2/2dt.
—00
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L’astuce est de calculer I 2 Ona

e}
x2/2dx> X (J ey2/2dy>
—Q0

1

= J e~ 2@ +y?) dxdy par Fubini “positif”
RQ

= f e 2rdrdf
10,00[x]0,27[

21 00
= J <J re " /2d7'> do
0 0

o=

_ 27r 77"2/2 =0 "
0 r=0
= 2.

Et ainsi :

I =+2m.

4.4. Volumes et transformations affines. Rappelons qu’une application @ :
RN — RN est dite affine si elle est de la forme

®(u) =a+ L(u),

ot a € RY est fixé et L est une application linéaire. (On dit que L est 'application
linéaire associée a ®.) De maniere équivalente, ® est affine si elle est de la forme
®(u) = a+Mu, o M est une matrice N x N. Par exemple, les translations sont des ap-
plications affines (L = Id), et toute application linéaire est affine (a = 0). De méme, les
projections et les symétries (pas forcément orthogonales) sont des applications affines.

Le déterminant d’une application affine ® est le déterminant de ’application
linéaire associée : si ®(u) = a + L(u) = a + Mu, alors

det(®) = det(L) = det(M).

Une application affine ®(u) = a + L(u) = a + Mu est un difféomorphisme si et
seulement 'application linéaire associée est inversible. De plus, la matrice jacobienne
de ® en tout point u € RN est égale & M, et donc

Jo(u) = det(®).

D’apres la formule de changement de variables, on en déduit immédiatement le résultat
suivant.

PROPOSITION 4.7. Si ® : RN — RN est un difféomorphisme affine, alors
(4.2) AN(DP(A)) = |det(P)] x An(A) pour tout borélien A < RV .
Autrement dit, ® multiplie tous les volumes par le facteur constant | det(®)].

Démonstration. On applique le Corollaire 4.3 :
AN (@(4)) = J |[Jo(u)| dAn (u) = [det(®)] x An(A).
A
O

Vu l'importance de ce résultat, on va maintenant en donner une peuve “directe”
n’utilisant la formule de changement de variables générale.
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PREUVE DIRECTE DE LA PROPOSITION 4.7. Comme la mesure de Lebesgue est
invariante par translations, il suffit de démontrer (4.2) pour toute transforamtion
linéaire ®. Autrement dit, il s’agit de montrer que pour toute matrice inversible
M € GLy(R) et pour tout borélien A < RV on a

(43) An(M - A) = |det(M)] A (A),
ou M- A={Mu; ue A}.

On va pour cela utiliser des matrices particulieres : les matrices dites de trans-
vection. Par définition, une matrice de transvection est une matrice T de la forme

T=1I1d+akE;;,

ouna€ R, i # jet E;; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui
d’indice (i, 7) qui vaut 1. Notons qu’une telle matrice T" est de déterminant 1. L’intérét
de ces matrices tient au fait suivant.

Fart 1. Toute matrice M € GLy(R) de déterminant 1 est produit de matrices de
transvections. Par conséquent, toute matrice M € GLx(R) est produit de matrices de
transvactions et d’'une matrice diagonale.

Preuve du Fait 1. Le premier point se démontre sans trop de difficultés en uti-
lisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes; c¢f n’importe quel
livre d’algebre linéaire. Pour le deuxiéme point, il suffit d’observer que toute matrice
M € GLy(R) peut sécrire M = DS, ou D est diagonale et det(S) = 1; par exemple,
on peut prendre pour D la matrice dont le premier coefficient diagonal vaut 1/ det(M)
et tous les autres valent 1 (une matrice ce type est ce qu’on appelle une matrice de
dilatation). O

FAIT 2. La formule (4.3) est vraie pour toute matrice de transvection.

Prewve du Fait 2. Soit T une matrice de transvection. Comme det(7) = 1, on
doit montrer qu'on a An(T - A) = An(A) pour tout borélien A < R? Si on pose
w(A) = An(T - A), on voit sans difficulté que p est une mesure borélienne sur RY.
Dong, il s’agit de montrer qu’on a

AN(T - P) = |P| pour tout pavé P € RV,

Pour simplifier les écritures, on va supposer que (N > 2 et)

T =1Id+ aF) s,
otaeR. Siu=(z,y,u3...,uxy) € RY, on a donc
T+ oy

Tu = y

un

En écrivant P = I x J x Q ou I, J sont des intervalles et Q est un pavé de RN=2, on
en déduit que
T -P=AxQ,
ol
A={(z+ayy); (x,y) e I x J} = R%
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D’apres le principe de Cavalieri, on a

Ao(A) = L A1 (AY) dy

= f M+ ay)dy
J
= [ 171,
car A\1(I + ay) = A1 (I) = |I| pour tout y € R. Par conséquent,
AN(T - P) = X2(A) An—2(Q) = |I||T]|Q] = |P|.

FArT 3. La formule (4.3) est vraie pour toute matrice diagonale.

PREUVE DU FAIT 3. On procede comme pour le Fait 2 en introduisant la mesure
w définie par u(A) = p(D - A), ou D est la matrice diagonale considérée. Les détails
constituent un bon exercice. O

FAIT 4. Si la formule (4.3) est vraie pour deux matrices Mi, Mo, alors elle est vraie
pour M = M Ms.

PREUVE DU FAIT 4. Si A < RY, alors
/\N(M . A) = /\N(Ml . (MQ . A)) = det(Ml) /\N(MQ . A) = det(M1)det(M2) )\N(A);
d’ott le résultat puisque det(M7) det(Ma) = det(M). O
La Proposition 4.7 découle immédiatement des faits précédents : si M € GLn(R),
on écrit M = DT} --- Tk ou D est diagonale et les T}, sont des matrices de transvection ;

la formule (4.3) est vraie pour D et chacune des T} par les Faits 2 et 3, donc elle est
vraie pour M d’apres le Fait 4. O

Exemple 1. Si ABCD est un parallelogramme dans R?, alors 'aire de ABCD est
égale & | det(AB, AD) | .

Démonstration. Un point M appartient au parallelogramme ABC D si et seulement

si on peut écrire
AM = NAB + n AD
avec 0 < A<let0< pu<l.
En d’autres termes, le parallelogramme ABCD est 'image du pavé [0, 1] x [0, 1]
par I'application ® : R? — R? définie par

d(\,p) = A+ NAB+ pAD.

L’application ® est un difféomorphisme affine de R? sur R? dont ’application
lindaire associée envoie e; = (1,0) sur AB et e3 = (0,1) sur AD. On a donc

det(®) = det(AB, AD);
et par conséquent

Ao(ABCD) = |det(AB, AD) | x Ao([0,1] x [0,1]) = | det(AB, AD)]| .

Exemple 2. Aire d’une ellipse “pleine”.
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Soient a,b > 0. On veut calculer ’aire du domaine £ entouré par une ellipse I' de
“demi-axes” a et b. On suppose que I' est centrée en (0,0) et que ses axes de symétrie
sont les axes de coordonnées, de sorte que

2 2
2, % Y
On voit tout de suite qu’il est avantageux de poser (u,v) = (%, %), car

(z,y) e £ = u® +v? < 1.

Le domaine £ correspond donc au disque & de centre (0,0) et de rayon 1, qui est
clairement “plus simple” que &.

On a (z,y) = (au,bv) = ®(u,v). L’application ® est un difféomorphisme linéaire,
avec

det(®) = det <“ O) —ab.

0 b
Par conséquent, \a(E) = ab x Xo(€), autrement dit
)\2(5) =mab.

4.4.1. Invariance par isométrie. Le résultat suivant est une propriété fondamen-
tale de la mesure de Lebesgue. Rappelons qu'une application ® : RV — RY est une
isométrie euclidienne si elle préserve la distance euclidienne :

[®(v) — ®(u)|2 = |v—ul2 pour tous u,v € RY

oit || - |2 est la norme euclidienne sur RY. Par exemple, les translations, les rotations
et les symétries orthogonales sont des isométries.

THEOREME 4.8. La mesure de Lebesgue est tnvariante par isométries : si @ est
une isométrie euclidienne de RN, alors An(®(A)) = An(A) pour tout borélien A < RV,

Pour la preuve, on a besoin d’un lemme intéressant en lui méme.
LEMME 4.9. Toute isométrie euclidienne ® : RN — RN est affine.

Démonstration. On va utiliser une voie qui n’est pas la plus courte possible, mais
qui a 'avantage d’étre praticable avec d’autres normes que la norme euclidienne.

Farr 1. Si @ : RV — RY est une isométrie, alors ® conserve les milieuz : on a

o <u+v) _ P(u) + 2(v)

our tous u,v € RN .
2 2 P

Preuwve du Fait 1. De facon générale, le milieu m d’un segment [z,y] < RV est
caractérisé par les égalités purement métriques

1
I —z] =5 ly -zl =ly—ml.
Maintenant, si u,v € RY et si on pose m’ := ® (“JQ””), alors
U+ v U+ v 1
I = @) = | (*5) - 2] = |5 ~uf = 5l ul,

et de méme .
|®(v) —m| = 5 v —ull;
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donc m’ = ® (%) est le milieu de [®(u), ®(v)]. O

FarT 2. Si f: RN — R est continue et conserve les milieux, alors f est affine.

Démonstration. Quitte a remplacer f par f— f(0) (qui vérifie les mémes hypotheses
que f), on peut supposer que f(0) = 0. Dans ce cas, on doit montrer que f est linéaire.
L’hypothese faite sur f est qu’on a

f<U+U> _ W)+ f(v)
2 ) 2
En prenant u := xz € RV et v := 0 et comme f(0) = 0, on obtient f(z/2) = f(z)/2

v
pour tout z € RY. Donc f (“52) = 1 f(u + v), et on obtient ainsi

pour tous u,v e RV .

flu+v) = f(u) + f(v) pour tous u,v € RV,

Autrement dit, 'application f est additive.

Il reste alors & montrer qu’on a f(Au) = Af(u) pour tout u € RV et pour tout
scalaire A € R ; ce qui est un exercice tres classique. En utilisant I’additivité, on montre
d’abord que cela est vrai pour A = n € N (récurrence immédiate). Comme de plus
f(=x) = —f(x) pour tout 2 € RY (car 0 = f(0) = f(z + (-2)) = f(z) + f(-2)),
on en déduit qu'on a f(nu) pour tout n € Z. De la, on montre que f(ru) = rf(u)
pour tout rationnel r = g en écrivant pf(u) = f(pu) = f(qru) = qf(ru). Enfin, on

utilise la continuité de f pour montrer que l'identité f(Au) = Af(u) est vraie pour
tout A e R. 0

La preuve du lemme est maintenant terminée : si ® est une isométrie de RV, alors
® conserve les milieux par le Fait 1, donc ® est affine par le Fait 2 car I'isométrie ®
est (évidemment) continue. O

Preuve du Théoréme 4.8. Soit ® : RV — RN une isométrie euclidienne. Par le
Lemme 4.9, ® est affine et donc de la forme ®(u) = a + Mwu pour une certaine matrice
M. La matrice M vérifie |[Mulz = |®(u) — ®(0)|2 = |lullz pour tout v € RY ; donc M
est une matrice orthogonale, et donc det(®) = det(M) = +1. D’ou le résultat par la
Proposition 4.7. ([l

Remarque. Soit E un sous-espace vectoriel de R, de dimension d > 1. En choisis-
sant une base orthonormée e = (ey,...,eq) de E, on peut identifier £ & R?, et donc
définir une “mesure de Lebesgue associée a la base €” sur E. Le théoreme 4.8 montre
que cette mesure ne dépend en fait pas de la base e. On peut donc la noter Ag, et 'ap-
peler la mesure de Lebesgue sur E. Plus généralement, on peut définir une mesure de

Lebesgue sur tout sous-espace affine de RV (i.e. un translaté d’un sous-espace vectoriel
de RN).

4.5. Un peu plus sur ’invariance par translations. On sait depuis le Cha-
pitre 2 que la mesure de Lebesgue Ay est invariante par translations, et on vient de voir
qu’elle est en fait invariante par toutes les isométries de R™V. On va maintenant montrer
que l'invariance par translations caractérise a elle seule la mesure de Lebesgue, a une
constante de normalisation pres. (En particulier, 'invariance par translations entraine
linvariance par n’importe quelle isométrie, ce qui n’a rien d’évident a priori.)

PROPOSITION 4.10. Si p1 est une mesure borélienne sur RN invariante par trans-
lations et telle que p([0,1[N) < oo, alors u est multiple de la mesure de Lebesgue : il
existe une constante C < oo telle que p(A) = C Ay (A) pour tout borélien A < RN,



4. CHANGEMENTS DE VARIABLES 129

Démonstration. On va montrer que p = C Ay, avec C = p([0,1[V). D’apres le
lemme d’unicité (Lemme 5.1 du Chapitre 2), il suffit de prouver qu'on a u(P) =
C An(P) pour tout pavé P < RV,

On commence par le cas ou P est un pavé rationnel semi-ouvert, c’est-a-dire un
pavé semi-ouvert P = [ay,bi[x -+ X [an,bn[ ou les a; et les b; sont rationnels. En
réduisant tout au méme dénominateur, on voit qu’on peut trouver un entier K > 1 et
des entiers p;, ¢; tels que a; = 2 et b; = % pour tout i € {1,...,N}.

Chaque intervalle [a;, b;[ est ainsi la réunion de m; := ¢; — p; intervalles semi-
ouverts de longueur 1/K. En faisant un dessin (dans le plan), on se convainc alors
sans peine que le pavé P est réunion de m := mi---my = (g1 — p1)---(qgv — PN)
translatés deux-a-deux disjoints du pavé [0, %[N . Comme g est une mesure invariante
par translations, on a donc u(P) = m x p([0, &[V).

Par ailleurs, le pavé “unité” [0, 1[N est réunion de K% translatés deux & deux
disjoints du pavé [0, %[". Donc u([0,1[N) = KN x u([0,%["); autrement dit :

1Ny = C
M([OaK[ ) - KN’

On obtient ainsi

C

(@1 —p1)--- (gv — pN)
= (Cx %N
= CIP,

ce qui est la conclusion souhaitée.

On passe ensuite au cas des pavés compacts. Comme tout intervalle fermé borné
[a,b] < R est lintersection d’une suite décroissante d’intervalles semi-ouverts [ay,, by [
a extrémités rationnelles (exercice), on voit que tout pavé compact P est l'intersection
d’une suite décroissante de pavés rationnels semi-ouverts (Pp,)nen. Comme p et Ay
sont des mesures et comme p(FPy) = An(FPo) < 00, on a p(P) = limy,_,q p(Py) et
AN(P) = limy, 00 AN (P,) ; donc pu(P) = C An(P) pour tout pavé compact P, d’apres
le cas précédent.

Pour le cas général, on utilise le fait qu'un pavé P quelconque est réunion d’une
suite croissante de pavés compact et on applique le cas précédent. (En réalité, cette

3eme étape n’est pas nécessaire par le lemme d’unicité tel qu’on I’a énoncé au Chapitre
2.) O

Ezercice. Utiliser la Proposition 4.10 pour redémontrer le fait que la mesure de
Lebesgue est invariante par isométries. (Se ramener au cas d’une isométrie linéaire P,
et considérer la fonction d’ensembles p définie par p(A) = An(P(A)).)

4.6. Preuve de la formule de changement de variables. Pour démontrer la
formule de changement de variables, il suffit (comme d’habitude) de traiter le cas des
fonctions positives.

Pour abréger, on écrira (CV) au lieu de “formule de changement de variables”, et
on dira que (CV) est vraie pour un difféomorphisme ® : Q — Q' si on a

j f(z) da = j F(®(w)) o (u)] du
B(A) A

pour tout borélien A < € et pour toute fonction borélienne f : ®(A) — [0, 0].
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Notre but est de montrer que (CV) est vraie pour tout difféomorphisme ® : Q — Q'
entre deux ouverts quelconques €, Q' < RV, quel que soit I’entier N > 1. On va le faire
en procédant par récurrence sur la dimension N.

Le “lemme simplificateur” suivant sera tres utile.

LEMME 4.11. Pour un difféomorphisme ® : Q — €, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) (CV) est vraie pour @ ;

(2) pour tout borélien A < €,
M @A) = [ Jo(w]dus
A

(3) pour tout point a € Q, on peut trouver un voisinage ouvert U, de a (avec
Uy € Q) tel que

AN(P(A)) = f |Jo(u)| du  pour tout borélien A < U, .
A

Démonstration. L’implication (1) = (2) est évidente : il suffit de prendre f =1
dans (CV); et 'implication (2) == (3) est encore plus évidente (si (2) est vraie, on
peut prendre U, := Q pour tout a € ). Quant a I'implication (2) = (1), elle a
essentiellement déja été prouvée quand on a démontré la formule de changement de
variable “générale” en dimension N = 1 (¢f Chapitre 5) : si (2) est vraie, alors (CV)
est vraie pour les fonctions étagées positives par “linéarité”, et donc pour toutes les
fonctions boréliennes positives par convergence monotone.

Il reste & montre que (3) entraine (2) ; supposons donc (3) vérifiée. Pour tout a € €2,
choisissons un voisinage ouvert U, de a comme dans (3). Alors Q = |J,.q Us; donc,
par la propriété de Lindeldf, on peut trouver un ensemble dénombrable €2y < € tel que
Uaer U, = Q. Autrement dit, on peut trouver une suite d’ouverts (Ug)ren tels que

Jvi=9 et WENVAgc@;AM¢m»:fth)m.
keN A

Soit alors A un borélien quelconque de 2. Posons (un peu comme d’habitude)
AO = UO et

A = U\(Up v -+ U Ug_1) pour k > 1.
Les Ay, sont des boréliens deux a deux disjoints, et | oy Ar = A. Comme & est

injective, ®(A) est donc la réunion disjointe des ®(Ay) :

o(A) = | | 2(Ax).
k=0
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On en déduit

Aw(d) = Y a4y

[
18

f |Jo (u)| du car Ay < Uy pour tout k
Ak

k=0
= |Jo (u)| du car les Ay sont disjoints
UZO:O Ap
_ f Ja(u)| du.
A
Donc (2) est vérifiée. O

Dans la preuve de (CV), on va considérer des difféomorphismes de deux types
particuliers.

DEFINITION 4.12. Soient V et V' deuz ouverts de RN, N > 1.

(1) On dira qu’un difféomorphisme ¥ : V. — V' est une permutation de coor-
données si X est de la forme 3(z1,...,2N) = (Ty(1)s- - To(N)) > OU T est
une permutation de l’ensemble {1,... N}.

(2) Etant donné j € {1,...,N}, on dira qu’un difféomorphisme ® : V. — V'
préserve la j-iéme coordoonnée si, pour tout v e V, la j-iéme coordonnée
de ®(v) est égale a celle de v ; autrement dit, si ® est de la forme

®(v1,...,05,...,0N) = (<I>1(1)1,...,11N),...,vj,...,q)]v(vl,...,v]\/)).

Par exemple, le difféomorphisme ¥ : R3 — R3? défini par X(z,y,2) = (y,z,2)
est une permutation de coordonnés; et le difféomorphisme ® : R3 — R? défini par
O(x,y,2) = (z,x +y,y + z) préserve la lere coordonnée.

Le fait suivant dit que ces difféomorphismes particuliers suffisent a “reconstruire
localement” tous les difféomorphismes.

Fart 1. Soit ® : Q — Q' un difffomorphisme entre deux ouverts de RV*!. Pour
tout a € €2, on peut trouver un voisinage ouvert U, de a tel que

VueU, : ®(u) = d' o ®?0X(u),

oll ¥ est une permutation de coordonnées, ®? est un difféomorphisme préservant les
N premieres coordonnées (défini sur X(U,)), et ®! est un difféomorphisme préservant
la (N + 1)-ieme coordonnée (défini sur ®! o %(U,)).

D1 (u)

Démonstration. Ecrivons ®(u) = ( ) et fixons un point a € 2. Comme ¢

®xv1(u)
est un difféomorphisme, la matrice jacobienne Jacg(a) est inversible, et en particulier

sa derniére ligne n’est pas identiquement nulle. On peut donc trouver j € {1,..., N+1}

oD N1 A S ,
tel que Tj(a) # 0. Par continuité de G, > On peut alors trouver un pavé ouvert

U, contenant a tel que %(u) # 0 pour tout u € U,.
J

Notons o la permutation de {1,..., N + 1} qui échange j et N + 1, et X la per-
mutation de coordonnées associée. Posons également V' := 3(U,) et définissons une
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Wy
application ¥ : V — RN¥*! par ¥ = ® o 1. Si on écrit ¥ = ( : ), alors on a
YNt1
ov
YoeV : NH(U)#O,
OUN+1

par définition de o. De plus, ¥ est un difféomorphisme de V sur ¥ (V).
Soit maintenant ®2 : V' — RN*! Papplication définie par

U1

P2 (v) =
vN
Uni1(v)

L’application ®2 est de classe C!, et il n’est pas difficile de voir que ®2 est injective
sur V. En effet, V = 3(U,) est un pavé ouvert car 3 est une permutation de coordonnés.
Ecrivons V = II x , ot IT est un pavé de RV et I est un intervalle ouvert. Pour
(v1,...,v,) € II fixé, la fonction ¢ — %:I}/szv:
le choix de V. Donc la fonction t — Wy 1(vy,...,vN,t) est injective sur I d’apres le
théoréme des accroissements finis ; et vu la forme de ®2, on en déduit immédiatement

que ®? est injective sur V. De plus, par définition de ®2 on a Jg2(v) = %\fﬁﬁ (v), et

donc Jg2(v) # 0 pour tout v € V. Par conséquent, V' := ®2(V) est un ouvert et ®2 est
un difféomorphisme de V sur V' ; et bien stir ®2 préserve les N premiéres coordonnées.

Notons ®! le diffSomorphisme W o (®2)~! (défini sur V’). Par définition, on a
O (P2(v)) = ¥(v) pour tout v = (vq,...,vN4+1) € V, ce qui s’écrit

OL(vr, ..o, Ung1(0) = (T1(0), ..., UNn(V), Uni1(v)).

Ainsi, on voit que pour tout v = ®2(v) € V’, la (N + 1)-ieme coordonnée de ®!(v')
est égale a celle de v’ ; autrement dit, ®! préserve la (N + 1)-ieme coordonnée.

Au total, on a obtenu P o X' =V =Pl o P2 sur V = %(U),ie. d =Pl o P20 X%
sur U, ou ®!, 2 et ¥ ont les propriétés requises. O

(v1,...,vN,t) ne s’annule pas sur I par

Pour ce qui nous occupe, I'intérét du résultat de “décomposition” qu’on vient de
démontrer tient au fait suivant.

FAIT 2. Si (CV) est vraie pour @ : Q — Q' et 2 : Q' — O, alors elle est vraie
pour @ := d? o Pl

Démonstration. Soit A un borélien quelconque de €. Si (CV) est vraie pour ®! et
®2, on peut écrire

An(@(4) = An(@*(21(4))

j o2 (v)] do
DL(A)

_ j o (B ()] [T ()] s
A

De plus, comme la matrice jacobienne de ® = ®2o®! en un point u € Q est donnée
par Jace(u) = Jacg2 (®!(u)) Jace: (u), on a

Jg2 (@' (u) Jg1 (u) = Ja(u);
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d’ou finalement
M @A) = [ Jo(w]du.
A
Ainsi, (CV) est vraie pour ® d’apres le Lemme 4.11. O

Les Faits 1 et 2 disent essentiellement que pour démontrer (CV) en général (i.e.
pour un difféomorphisme ® quelconque), il suffit de le faire pour les permutations de
coordonnées et pour les difféomorphismes préservant certaines coordonnées. Le cas des
permutations de coordonnées est “direct” :

FarT 3. (CV) est vraie pour toute permutation de coordonnées.

Démonstration. Soit ¥ : V' — V' une permutation de coordonnées, et soit o la

permutation de {1,..., N} associée. Le difféomorphisme ¥ est la restriction a V' de
I’application linéaire Y RN — RN définie par f)(ej) = e,-1(j) pour j = 1,..., N,
ou (er,...,en) est la base canonique de RY. La matrice de ¥ est une “matrice de
permutation” ; donc det(E) = +1, et donc |Jx;(u)| = |det(E)| = 1 pour tout u € V.
D’apres le Lemme 4.11, il suffit donc vérifier qu'on a Ay (2(A4)) = Any(A) pour tout
borélien A € V'; et comme I’application A — An(X(A)) est une mesure borélienne sur
V' (exercice), il suffit de vérifier qu’on a Ay (X(P)) = |P| pour tout pavé P < V. Mais
dans ce cas tout est clair : si P € V est un pavé, P = I x --- x I, alors X(P) est le

pavé Py 1= I5q) X - X I5(ny, qui a visiblement le méme volume que P. U

On peut maintenant donner la preuve de la formule de changement de variables,
en procédant comme il a été dit par récurrence sur la dimension V.

Le cas N = 1 est une conséquence tres facile de la Proposition 4.1. Soit @ : Q — ¢
un difféomorphisme entre deux ouverts de R. Pour tout point a € 2, on peut trouver
un intervalle ouvert I tel que a € I < €. Alors ® est strictement monotone sur /. Pour
tout borélien A < I, on a d’apres la Proposition 4.1 :

A (2(A)) = Lp(ay (@) dz = | 1a(a)(®(w)) [P (w)|du= | |®'(u)|du.
®(I) I A

Donc (CV) est vraie pour ® d’apres le Lemme 4.11.

Pour le passage de N a N + 1, supposons avoir établi que (CV) est vraie en
dimension N, et fixons un difféomorphisme ® : Q — € entre deux ouvert de RV+1,

D’apres le Lemme 4.11, il suffit de vérifier que pour tout point a € €2, on peut
trouver un voisinage ouvert U, de a tel que

(4.4) An+1(A) = j |Jo (u)| du pour tout borélien A < U,.
A

On fixe donc un point a € €.

Par le Fait 1, on peut trouver un voisinage ouvert U, de a, noté simplement U
dans la suite, sur lequel le difféomorphisme ® peut se “décomposer” sous la forme
® = d20dl oY, ol ¥ est une permutation de coordonnées, ®! est un difféomorphisme
préservant la premiere coordonnée, et ®? est un difféomorphisme préservant la derniere
coordonnée. Compte tenu des Faits 2 et 3, on voit donc qu'il suffit d’établir (4.4) sous
I’hypothése additionnelle que ® préserve la premiére ou la derniére coordonnée.

Supposons par exemple que ¢ préserve la derniére coordonnée (le calcul serait le
méme si ¢ préservait la premiere coordonnée). En écrivant le “point générique” de
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RN+ sous la forme u = (v,t) ot v e RV et t € R, on a alors

(45) (I)(u) = (I)(’U,t) = (\I](’Uat)vt)
pour tout u = (v,t) € U, ot ¥ est une application de classe C! de U dans RY.
Rappelons la notation suivante : pour A < RV*1 et ¢t € R, on pose
Al = {veRY; (v,t) e A}.
Pour tout ¢ € R tel que Ut # ¢, on notera ¥, : Ut — RY I’application définie par
\I/t(U) = \I/(’U,t) .
Vu la forme de @, on voit immédiatement que 'application W, est injective, et
qu’on a
J‘I’t (U) = J‘I)(Uv t)

pour tout v € Ut. En particulier Jy, ne s’annule pas sur V, de sorte que ¥;(U?) est un
ouvert de RV et W, est un difféomorphisme de U’ sur W;(U?).

Soit maintenant A un borélien quelconque de U. D’aprés le principe de Cavalieri
(Proposition 3.3), on a

Ava(B(4)) = | A (@(4)) .

De plus, par (4.5) on peut écrire
DA = {VeRY; 3(v,5)ed : ®(v,s) = (V,1)}
= {(VeRY; I(v,s) e A : (¥(v,s),s) = (V,1)}
= (W eRN; Jue Al v = U(v,t)}
= W (AY).

~+

On en déduit
Aver(B(4) = fRAN@t(At))dt

- fR <Lt el dv) .

ou on a appliqué 'hypothese de récurrence aux difféomorphismes W;.
Comme Jy, (v) = Jg(v,t) pour tout (v,t) € U, on obtient donc finalement

A (B(A)) — JR <JAt|J¢(v,t)|dv> dt
_ L|J¢(u)|du par Fubini .

Ceci acheve la récurrence et la preuve de la formule de changement de variables.



Chapitre 8

Espaces L?

Dans tout le chapitre, (2, B, ) est un espace mesuré abstrait. Les expressions
“intégrable” et “presque partout” signifieront toujours “intégrable par rapport a u” et
“u-presque partout”, respectivement.

1. Semi-normes | - |, et espaces L
1.1. Le cas 1 < p < . Dans ce qui suit, on fixe un nombre p tel que 1 < p < o0.

DEFINITION 1.1. Pour toute fonction mesurable f : Q — C ou [0,0], on pose

71y = ([ rcor du<t>)l/p ,

avec la convention 0P = o0. On pose aussi
LP(Q, B, ) = {f:Q— C mesurable; | f[, < oo}
= {f:Q—»(Cmesurable; f |fpdu<oo}.
Q

Remarque 1. Pour abréger, on écrira souvent £P au lieu de £P(Q, B, ). Mais on
pourra aussi écrire | - ||zr(q,5,) au lieu de | - |,

Remarque 2. Par définition, si f : @ — C est mesurable, alors

feLlr — |flPeLt.
Remarque 3. Evidemment, “f e L7 signifie que f est intégrable sur €.

CAS PARTICULIERS. (1) Si © est un borélien de RV la notation £P() signi-
fiera toujours LP(Q2, B(2), An).

(2) Pour tout ensemble I # &, espace LP(I,P(I), i) se notera ¢P(I). Pour toute
fonction f: I — C ou [0,00], on a

1/p
1flp = (Zlf(i)lp> ;

iel

et donc

el

(1) - {f =G VTP < oo} .

(3) SiI={1,...,N},alors £(I) s’identifie & CV ; et pour = = (21,...,2x) € CV

on a
N 1/p
lzlp = (Z Ixilp) ;
i=1

135
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(4) si I = N, alors ¢?(N) est I’ensemble de toutes les suites © = (x;);eny € CN
vérifiant
o0
Z |z;|P < 0.
i=0

DEFINITION 1.2. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C. Une semi-norme
sur X est une application x — |z| de X dans R vérifiant

e |z| = 0 pour tout v € X ;
o |\z| = |Al|z| pour z e X et A\e K;
o [z +yl <zl +ly| pour z,y e X.

Autrement dit, une semi-norme est une norme a laquelle on n’impose pas que
|z|| = 0 seulement pour x = 0.

PROPOSITION 1.3. LP = LP(Q, B, i) est un espace vectoriel et | - ||, est une semi-
norme sur LP. De plus, pour f € LP on a l"équivalence | f|, =0 < f(t) = 0 presque
partout.

Démonstration. (i) Comme |f|p = §o[f[Pdp et [f|P = 0, on a |f[, = 0 si et
seulement si |f(¢)|P = 0 presque partout, i.e. f(t) = 0 presque partout.

(ii) I est évident qu’on a | f||, = 0 pour toute f € LP, et aussi que |Af|l, = [Al||f]lp
pour tout scalaire A € C :

Wi = (| IAf(t)I”du(t)>1/p = (e [ 1517 an) RN R

(iii) Pour I'inégalité triangulaire || f + g, < | fll, + |9[p, on a besoin du fait suivant.

Farr. L’ensemble B := {u € LP; |u|, < 1} est conveze : si u,v € B et A € [0,1],
alors (1 — Nu+ \v e B.

Preuwve du Fait. Le point clé est que la fonction z — |z|P est convexe sur C, car
2+ |z| est convexe et z — 2P est convexe croissante sur R* (ne pas oublier que p > 1).
Si u,v e B et Ae[0,1], alors on a par convexité de z — |z|P :

[(1 = Nult) + A@®)]” < (1= X) [u®)]P + A|v(t)[P  pour tout t € Q;

d’ou en intégrant :

JJa=Duy P duy < (=2 | OP dute) 42 | o duce)
Q Q
< (1-AN)+X caru,veB.
Ainsi |[(1 = Xu + )\va < 1etdonc (1 —XNu+ \veB. O

Soient maintenant f,g € £P : on veut montrer que ||f + gl, < [ fllp + [9/p-
Si | flp = 0, alors f = 0 presque partout, donc f + g = g presque partout et donc

17+ 9l = L9l < 11, + lgl,- De méme si [g],, = 0.
Supposons | f[, > 0 et |g], > 0. Par (ii), il s’agit de montrer que
H f+y
[ £l + gl

P
Les fonctions

_/ _ 9
= —— et V= —
1fllp lglp
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sont bien définies, et par (ii) on a |uf, = 1 = |jv||, = 1. De plus,

fte W, gl
1 £lp + gl 1 £y + gl 1l + gl
= (I1-XNu+Xv avec)\:=%e[0,l].
Par le Fait, on en déduit le résultat souhaité :
f+y
[Flp + gl |,

(iv) Maintenant que I'inégalité triangulaire est établie, il est évident que si f, g € LP
alors f + g € LP; et comme \f € LP pour tout A € Csi f € LP (par (ii)), on en conclut
que LP est un espace vectoriel. ]

Remarque 1. L'inégalité triangulaire | f + g, < [ f[l, + llg[, s’appelle I'inégalité
de Minkowski. Elle est en fait valable quelles que soient les fonctions mesurables
f,9: Q2 — C ou [0,0], appartenant ou non & LP (car elle est évidente si || f|, = o0 ou
lg|l, = o). Explicitement, elle s’écrit

1/p 1/p 1/p
(f r +g|”dﬂ> < (f rf\pdu) ; (f g du) .
Q Q Q

Comme cas particulier, elle contient 'inégalité de Minkowski pour les sommes :
si (x;)ier et (yi)ier sont deux familles de nombres complexes indexées par le méme

ensemble I, alors
1/p 1/p 1/p
(Z ]azi—l—yi\p) < <Z|$Z|p> + <Z |yi|p> .

el i€l el
Remarque 2. Pour p = 1, I'inégalité de Minkowski est évidente car |f+g| < |f]|+]g|-

Ezercice. Montrer que L£P est un espace vectoriel sans utiliser 'inégalité de Min-
kowski. (Montrer d’abord que si f, g € £P, alors max(|f],|g|) € £LP.)

1.2. Le cas p = . La définition de l'espace L™ (2, B, 1) est un peu différente de
celle des autres espaces L£P. Tout repose sur le lemme suivant.

LEMME 1.4. Pour toute fonction f : Q — C ou [0,00], il existe une plus petite
constante C' < o telle que |f(t)| < C presque partout.

Démonstration. 11 existe au moins une constante C' < oo telle que |f(¢)] < C
presque partout, a savoir C' := 00. Donc

K :=inf{C < o0; |f(t)| < C presque partout}

est un nombre positif bien défini, éventuellement égal a oo. Il suffit visiblement de
montrer qu’on a |f(¢)] < K presque partout.
Par définition de K, on peut trouver une suite (C,,) < [0, 0] telle que

C,—> K et VneN : (]f(t)\ < C,, presque partout) .

Comme une conjection dénombrable de propriétés vraies presque partout est encore
vraie presque partout, on a

(Vn eN : |f(t)] < C’n> presque partout ;

et donc |f(t)| < K presque partout puisque C,, — K. O
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DEFINITION 1.5. Pour toute fonction mesurable f : Q@ — C ou [0, 0], on note | f|x
la plus petite constante C' < o telle que |f(t)| < C presque partout; et on pose

LP =L, B, p) :={f: Q— C mesurable; |f|o < 0}.
Ainsi, pour une fonction mesurable f : Q — C, on a I’équivalence
feL® < IC < w telle que |f(t)] < C presque partout ;
et pour toute constante C' < o0, on a 1’équivalence
|flo < C <= |f(t)| < C presque partout .

En particulier, si f : 2 — C est mesurable et bornée, alors f € L® et

[floo < sup {lF(@)]; ¢ € Q.

Les fonctions de £*(£2, B, ) sont dites essentiellement bornées (relativement a
la mesure p).

Exercice. Montrer qu’une fonction mesurable f : @ — C appartient & £* si et
seulement si elle est presque partout égale a une fonction mesurable bornée.

CAS PARTICULIERS. (1) Si Q est un borélien de RV, la notation L£L*(f2) est
synonyme de L*(Q,B(Q), An).
(2) Si I est un ensemble non vide, 'espace L*(I,P(I), pic) se note £°(I). Comme
“presque partout relativement a la mesure de comptage p.” veut simplement
dire “partout”, £*°(I) est ’ensemble de toutes les fonctions bornées f : I — C,
et on a pour toute fonction f: I — C:

[flloo = sup{[f(#)]; t € I}
(3) Si I ={1,...,N} alors £*(I) s'identifie & CV, et pour = = (x1,...,2x) € CV
on a
|20 = max(|z1],...,|zn])-
(4) Sil = N, alors {*°(N) est 'ensemble de toutes les suites bornées = = (x;) € CY,
et pour toute suite z = (x;) € CY on a

|2l = sup ] .
€N

Exemple 1. Soit  =]0,1] muni de la mesure y = ;5. La fonction f :]0,1] — R
définie par f(t) = § n’est pas bornée (1), mais elle est dans £*(]0,1],P(]0,1]), 1 2)
avec | flee =[f(1/2)] = 2.

Démonstration. C'est clair car “pour d; jp-presque tout ¢ € ]0,1]” est synonyme de
“pour t = 1/2". O

Exemple 2. Soit I un intervalle de R non trivial. Si f : I — C est une fonction
continue, alors | fl|l = sup{|f(¢)|; t € I}. Donc f € L%(I) si et seulement si f est
bornée, et | f|lo a son sens “habituel”.

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant (déja mentionné au Chapitre
2).

FAIT 1.6. Si E est un borélien de I tel que A\ (I\E) = 0, alors E est dense dans I.

Prewve du Fait. Si E n’était pas dense dans I, alors E\I serait d’intérieur non

vide dans I, donc contiendrait un intervalle J non trivial; on aurait donc A\ (I\E) >
A1(J) = |J| > 0, ce qui est exclu.
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Soit maintenant f : I — C continue. On a vu que || f|o < sup{|f(¢)|; t € I}. Inver-
sement, on a |f(t)| < | f|lw presque partout par définition de ||f|«. Donc ’ensemble
E:={tel; |f(t)] <|fllw} est dense dans I par le Fait. Mais E est également fermé
dans I car f est supposée continue. Donc F = I, autrement dit |f(t)| < |f|. pour
tout t € I, et ainsi sup{|f(¢)|; t € I} < | f]o0- O

PROPOSITION 1.7. L* = LP(Q,B, ) est un espace vectoriel et | - | est une
semi-norme sur L%. De plus, pour f € L on a l"équivalence ||f|o =0 < f(t) =0
presque partout.

La preuve (facile) est laissée en exercice.

1.3. Extension des définitions. On peut définir | f|, pour une fonction f : Q —
C ou [0,00] seulement supposée p-mesurable, i.e. presque partout définie et presque
partout égale & une fonction mesurable : | f|, := | f |p, pour tout fonction mesurable
f égale a f presque partout.

2. Les espaces LP, 1 <p<

2.1. Définition des LP. Pour p € [1, ®0], on définit I'espace LP = LP(€2, i) comme
suit : une fonction presque partout définie f : Q2 — C appartient a L? si elle est presque
partout égale a une fonction de LP(Q, B, ). Autrement dit, f appartient a L si et
seulement si elle est p-mesurable et || f||, < 0.

4w

Le symbole d’égalité “=" doit étre interprété au sens suivant :
f =g dans LP < f(t) = g(t) presque partout.
Avec cette interprétation, on voit que si f € LP, alors
Iflp =0 < f=0 dans LP;
et on déduit immédiatement le fait suivant :

FArT 2.1. LP = LP(Q, 1) est un espace vectoriel, et | - |, est une norme sur LP.

Remarque. Ce n’est pas la définition standard. Normalement, pour faire les choses
“proprement”, il faut définir LP? comme étant le quotient de ’espace LP par le sous-
espace vectoriel N'(u) := {f; f(t) = 0 presque partout} = {f; ||f|, = 0}, muni de la
norme | - ||, induite par passage au quotient. Mais il n’est pas du tout clair que la
définition “propre” soit plus parlante que celle qu’on vient de donner...

2.2. Complétude. Le résultat suivant porte le nom de théoréme de Riesz-
Fischer.

THEOREME 2.2. Pour tout p € [1,0], lespace vectoriel normé (LP,| - |,) est
complet. Autrement dit : LP est un espace de Banach.

Pour la preuve, on a besoin d’un lemme bien connu.

LEMME 2.3. Soit (Z,| - ||) un espace vectoriel normé. On suppose que pour toute
suite (z) S Z telle que >0 |zi]| < o, la série Yz, converge dans Z. Alors Z est
complet.

Remarque. 11 est encore mieux connu que la réciproque du lemme est vraie... et
beaucoup plus importante.
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Prewve du lemme. Soit (zy,)nen une suite de Cauchy dans Z. On veut montrer que
(z,,) converge dans Z ; et comme (x,) est de Cauchy, il suffit de prouver que (z,,)
possede une sous-suite convergente.

Pour tout k£ € N, on peut trouver un entier ny tel que
—k
Vp,q=mny ¢ |lzp — x| <277

et on peut de plus supposer que la suite (ny) est strictement croissante.

Si on pose zg := Ty, €t 2k 1= Tp, — Tp,_, pour k = 1, alors |zg| < 2= (k=1) pour
tout k£ > 1, et donc >0 [z < oo. Par hypothese sur Z, on en déduit que la série
>z converge dans Z; et comme Zf:o zi = xp, pour tout k € N, cela signifie que
la suite (xy, ) est convergente. Ainsi, la suite de Cauchy (z,) possede une sous-suite
convergente, et donc converge dans Z. O

Preuve du Théoréeme 2.2. On va utiliser le fait suivant.

FAIT. Si (ug)ken est une suite de fonctions mesurables positives sur €2, alors

0 0
Yiun| < D lualp-
k=0 k=0

Prewve du Fait. (i) Supposons d’abord que p < 0. Si on pose U := /7 juy et
Uy := > p_ouk pour n € N, alors la suite ((Uy,)P)nen est croissante et tend vers UP en
tout point. Par convergence monotone, on a donc

0 p n p
= li :
[(Sm) -t (Se)

d’oli, en prenant les “puissances 1/p-iemes” :

p

0 ¢]
Z Uk = lim Z U
k=0 Sl iR
n
= lim Z (s
k=0 llp
n e¢]
< lim ) Juglp = D Jukl, par Minkowski.
k=0 k=0
(ii) Supposons maintenant que p = 00. Par définition de || - ||o, on a

VkeN : (uk(t) < |luk|oo presque partout) ;
et donc en fait (par 'argument habituel)
(sz eN @ wut) < HukHoo) presque partout .
On en déduit

o0 e 0]
0< 2 up(t) < Z |uk|w presque partout,
k=0 k=0

et done [ 3g"we,, < X" [ukfeo-
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Montrons maintenant que LP est complet a ’aide du Lemme 2.3. Soit (f)ken une
suite d’éléments de LP telle que Y0 || fx], < 0. Il s’agit de montrer que la série Y, fx
converge dans LP.

On peut supposer que les fi sont (partout définies et) mesurables. Par le Fait
appliqué aux fonctions uy := |fi|, on a

0 0

< DIl = X el < o0
p k=0

k=0

| fx|
0

k=

En particulier, on a
o0
Z |fe(t)] < oo presque partout .
k=0
Soit alors F': 2 — C la fonction définie presque partout par
a0
F(t):= Y fr(t).
k=0

La fonction F est p-mesurable car les fi le sont; et on a |F(t)| < >0 | fx(¢)| pour
tout ¢ € Q. Donc |F|, < |2 |f;€|Hp < 0, et donc F' € LP.

SineN, alors F(t) — > _o fr(t) = 20,1 fx(t) presque partout. On a donc

n o0 0
F(t) = X, fid|<| X, fuld < X, |fu(®)] presque partout,
k=0 k=n+1 k=n+1
et donc
n 0
F=Yfe| < | 2 Il
k=0 p k=n+1 »
e}
< Z |fxlp parle Fait .
k=n+1

Par conséquent |[F —>7_, frl, = 0 quand n — c0; autrement dit la série > fi
converge dans LP et a pour somme F'. O

Ezercice. Montrer directement que les espaces % (N) et £*(N) sont complets.

2.3. Le cas “hilbertien” p = 2. Le cas p = 2 est particulierement important
car l'espace L? est canoniquement muni d’une structure d’espace de Hilbert.

Rappelons d’abord quelques faits de base sur les espaces munis d’un produit sca-
laire.

e On dit qu'un C-espace vectoriel normé (H, | - |) est une espace préhilbertien
si la norme | - || dérive d’un produit scalaire, i.e. il existe un produit scalaire (-, -)
sur H tel que

Vee H : |z|> = {(z,z).

e Comme on est sur un espace vectoriel complexe, la définition d’un produit scalaire
est la suivante : (x, y) est linéaire par rapport a = et anti-linéaire par rapport a y (ou le
contraire...) ; et (x,z) € RT pour tout z € H. On a alors nécessairement (y,z) = {(x,y)
pour tous x,y € H (exercice).
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e Dans toute espace préhilbertien (H, | - ||), on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz
Kz, )l < [=] |yl pour tous x,y € H.

¢ Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

Pour montrer que L? = L2(Q, B, i) est un espace de Hilbert, il faut définir le
produit scalaire ; et pour cela, on a besoin du lemme suivant.

LEMME 2.4. Siu,v e L?, alors uv e L'.

Démonstration. On a |uv| < L(Jul?+|v|?) car ul?+|v]? —2u| [v| = (Ju|—|v])? = 0;
done {, [uv| < % (5 |ul® + §g [v]?) < . O

Remarque. Ce lemme contient en particulier le résultat suivant : si (up) et (vy)
sont deuz suites de nombres complezes telles que Y0 |un|? < 00 et 30 [vg|? < o0, alors

220 Junvn| < 0.
THEOREME 2.5. L’espace L? = L?(2, B, 1) est un espace de Hilbert, dont le produit
scalaire est défini par

{fog)re = JQfgd,u pour f,ge L?.

Démonstration. Par le lemme, (f, g) est bien défini pour toutes f,g € L?; et il est
évident que (-, - )2 est un produit scalaire et qu’on a {f, f)r2 = ||f||%2 pour toute
felL? O

COROLLAIRE 2.6. (Cauchy-Schwarz)
Si f,ge L?, alors

[, faoaun)] < ([ 1r0R ) - ([ o ann)

[ 1rsolae] < ([ 170 du(t))1/2 ([ ttor auce) "

Démonstration. La premieére inégalité est simplement Cauchy-Schwarz pour le pro-
duit scalaire (-, - )72 ; et la deuxieme est Cauchy-Schwarz appliqué aux fonctions |f]
et |g|, qui sont dans L2. O

et en fait

COROLLAIRE 2.7. Si (u;)ier et (v;)ier sont deux familles de nombres complezxes,

alors
1/2 1/2
Z luiv;| < (Z |ui|2> (Z |vi|2> .

iel iel el

Ezxercice. Soit H un espace préhilbertien, et soient x,y € H avec y # 0. Montrer
que si on pose u 1= <1:, HZ—H> H—ZH, alors u — x est orthogonal a y, et donc a u. En déduire
I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour z et y.
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2.4. Convergence dans L” et convergence presque partout. La proposition
suivante est la “version LP” du théoréme de convergence dominée.

PROPOSITION 2.8. Supposons p < o0. Soit (f,) une suite de fonctions de LP, et soit
f:Q — C. On suppose que fn(t) — f(t) presque partout et qu’il existe une fonction
g € LP telle que Vn e N : |fn(t)] < g(t) presque partout. Alors f € LP et f, — f en
norme LP.

Démonstration. On a |f(t)|P = lim |f,(t)|? < g(t)? presque partout, donc |f|P est
intégrable (car gP l'est) i.e. f € LP. Ensuite, on applique le théoréme de convergence
dominée aux fonctions f,(t) := |fn(t) — f(t)|P pour montrer que Solfn — fIP — 0,
autrement dit | f,, — f|b — 0. O

Remarque. 11 n’y a pas de théoréme de convergence dominée dans L®. Par exemple,
les fonctions f,, := 1{, o[ sont dans L*(R), convergent en tout point vers 0 et sont
dominées par la fonction 1 € L*, mais elles ne convergent certainement pas vers 0 en
norme L%.

Ezercice 1. Montrer qu’en général, la convergence presque partout vers 0 d’une
suite (f,) € LP n’entraine pas sa convergence en norme LP.

Ezercice 2. Soit (f,,) une suite d’éléments de L', et soit f € L'. On suppose que
fn — f presque partout et de plus que |fn|1 — |f]i. Montrer que f,, — f en norme
L*. (Appliquer le lemme de Fatou aux fonctions hy,(t) := |ful + |f] — |fn — f|.)

Le théoreme de convergence dominée dit que la convergence presque partout en-
traine la convergence en norme LP (pour p < o) si elle est associée a une hypothese de
domination. Inversement, la proposition suivante montre que la convergence en norme
LP n’est “pas si loin” d’entrainer la convergence presque partout.

PROPOSITION 2.9. Supposons p < 0. Si (fn,) S LP est une suite convergeant en
norme LP wvers une fonction f € LP, alors (f,) admet une sous-suite (fy,) qui tend
vers [ presque partout.

Démonstration. Comme f,, — f ennorme LP, on peut trouver une suite strictement
croissante d’entiers (ny) telle que | fn, — f[, < 27% pour tout k € N. On a alors

) (Z e flp) =3 | M= = D M Al < 2 <o
2 \k=0 k=0 Y =0 =

En particulier, >0 | fn, () — f(¢)|P < o0 presque partout ; et donc | f,, (£)— f(¢)] = 0
presque partout. ]

Remarque. En général, la convergence en norme LP n’entraine pas la convergence
presque partout. Par exemple, soit (I,,) une suite de sous-intervalles de I := [0, 1] telle
que |I,| — 0 et telle que tout point ¢ € [0, 1] appartienne & une infinité d’intervalles I,
(vérifier qu'une telle suite (I,) existe). Si on choisit un suite a,, tendant vers l'infini
telle que ay, |I,| — 0 et si on pose f, := ay, 11, alors f, — 0 en norme L', mais (f,)
ne tend vers 0 en aucun point car on a sup,, | fn(t)| = o pour tout t € [0, 1].

Ezercice. Montrer que la convergence en norme L™ entraine la convergence presque
partout.

Voici enfin un dernier résultat utile, qu’il serait tentant d’appeler “lemme de Fatou
dans LP”, ou bien “semi-continuité inférieure des normes LP”. (En fait, ce résultat a
déja été implicitement utilisé dans la preuve de la complétude de LP.)
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PROPOSITION 2.10. Si (f,,) est une suite de fonctions mesurables, f, : Q — C ou
[0, 0] convergeant presque partout vers une fonction f : Q — C ou [0,00], alors on a
pour tout p € [1,00] :

[ fllp < Hm | folp -

Démonstration. Si p < o, on applique le lemme de Fatou aux fonctions | f,|P : cela
donne

J lim | fp, [P <limf | fnl?
Q Q

autrement dit | f|) < Lim | £, |5

Supposons maintenant p = oo. Par définition de la norme L* et le jeu habituel
avec le presque partout, on a

(yf(t)| — lim | fo(£)] = Lim |fu(t)] et YneN : [fo(t)| < anuoo) presque partout .

On en déduit aussitot qu'on a |f(¢t)| < lim | f, |« presque partout, autrement dit
[ flloo < Lim | fo oo O

3. L’inégalité de Holder
3.1. L’inégalité et quelques conséquences. Sip € [1, 0], on appelle exposant
conjugué de p l'unique ¢ € [1, 0] tel que
1 1
S 4o =1,
p q
Par exemple, sip=1alors q=00;sip=ow alorsg=1; et sip=2alorsq=2.11
faut également se souvenir qu’on a 1 < p < o0 si et seulement si 1 < g < o0.
Ezercice. Montrer que si p, ¢ sont des exposants conjugués avec 1 < p,q < o0, alors
(g—p=q et (p—1)g=p.

THEOREME 3.1. (inégalité de Holder)
Soit p € [1,00], et soit q I'exposant conjugué. Pour toutes fonctions mesurables f,g :
Q2 — [0,00] ouC, on a

I £gle < 11 lgllq -
Si 1 < p,q <0, cette inégalité s’écrit

1/p 1/q
Llfgldﬂégﬂ\flpdu) (L\g\qdu> .

Remarque. Pour p = 2 = ¢, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Preuve du Théoréme 3.1. Sip=1,q =0, on a |f(t)gt)| <|f(#)] x |lg]w presque
partout, et donc | fgl = S |£(1g(0)| diu(t) < lgle Jo |f]dit = lgloe [7]1. Do méme si
p=o00,q=1

Supposons maintenant 1 < p, g < 0. On a besoin du fait suivant.

FAIT. Sia,be€ [0,0], alors ab < + aP + %bq.

1
P

Prewve du Fait. 1'inégalité est évidente si a = 00 ou b = 0 (car %ap + %bq = 0
dans ce cas), et également si a = 0 ou b = 0 (car ab = 0 dans ce cas). On suppose donc
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qu’on a 0 < a,b < o0, ce qui permet de “passer aux logarithmes”. Par concavité de la
fonction logarithme et comme % + % =1,ona

1 1 1 1
log <p a? + qbq> > ’ log(a?) + 510g(bq) = log(a) + log(b) = log(ab) ;

ce qui est I'inégalité souhaitée. ([l

Soient maintenant f, g deux fonctions mesurables sur € (& valeurs dans C ou [0, o0]).

Si||fll, = 0 ou |g|qs = 0, I'inégalité de Holder est évidente car on a dans ce cas
f(t) = 0 presque partout ou g(t) = 0 presque partout, et donc fg = 0 presque partout.
On suppose donc qu’on a || f[l, > 0 et |g[q > 0.

Les fonctions u := 7 et v := m vérifient |[uf, = 1 = |jv[|,. Par le fait, on a

1 1
lu(t)v(t)| < ) lu(t)|P + p [v(t)|? pour tout t € Q;

1 1
| bt < | e jola
Q P Ja qJa

1 1
= —|ul}+ =]v|Z
p P g 1

d’ou en intégrant :

N

= —4-=1.
P q

Par définition de u et v, cela s’écrit SQ % dp < 1;dou

9

Ifglh = L \Faldi < Iflplgl
]

Exercice. Déduire I'inégalité de Minkowski | f + g|, < | flp + |gll, de 'inégalité de
Holder. (En supposant 1 < p < oo, écrire |f + g = |f + g/P~t|f + g|, puis majorer
|f + g et utiliser deux fois Holder.)

COROLLAIRE 3.2. Si fe LP et ge L4, alors fge L.

COROLLAIRE 3.3. Si u = (u;)ier et v = (v;)ier sont deux familles de mombres

complezxes, alors
1/p 1/q
D luivi| < (Z |ui|p> (Z |v,~]q> .

1€l i€l el
En particulier, siu € (P(I) et ve 4(I), alors uv € £1(I).
COROLLAIRE 3.4. On suppose que la mesure p est finie, i.e. pu(§2) < oo.

(1) La famille des espaces LP est décroissante : si 1 < p; < po < 0, alors
LP2 € LP'. En particulier, on a L* < LP < L' pour tout p € [1,0].

(2) Si de plus u(Q2) = 1, alors la famille des normes LP est croissante : si 1 <
p1 < p2 <0, alors || - |lp, < || - |lpo- En particulier, ona | - |1 < |- [lp < | - oo
pour tout p € [1,00].
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Démonstration. (1) Supposons p; < p2 < . Pour toute fonction mesurable f :
Q) — C, I'inégalité de Holder appliquée avec p := % donne

[N R
Q Q

(Lrra)” ([es)”

p1/p2 L
([ trean) ™ w5,
Q

En élevant a la puissance 1/p;, on obtient

(3.1) 1Flpy < [ Fllps % ()78 75 .

Comme £(€2) < o0, on en déduit immédiatement que si | f|,, < 00 alors | f|,, < o0;
autrement dit : f e P2 — f e LPL.

Supposons maintenant p; < ps = 00. Dans ce cas, on a

N

1/p
(32) 7l = ([ 17007 dut)) < 111 x (s
et donc fe L*® = feLP,
(2) Le résultat est clair par (3.1) et (3.2). O
REMARQUE. Pour les espaces ¢P(N), la situation est exactement inverse : la famille
des normes || - |y est décroissante (si p1 < p2, alors | - w1 = | - [ee2), et par
conséquent la suite des espaces (P(N) est croissante. En particulier, on a | - [ <

|- lp<| - |1 et donc ¢1(N) € ¢°(N) < ¢*°(N) pour tout p € [1,x0].

Démonstration. On commence par observer que si z = (x,,) € CV, alors |z,| < ||z,
pour tout n et pour tout p € [1,00]. On en déduit que si p; < po et |z|,, = 1, alors
|z, P2 < |xn|Pt pour tout n € N et donc |zfp, < 1; ce qui entraine la conclusion
souhaitée “par homogénéité”. Les détails sont laissés en exercice. O

FEzercice 1. Montrer qu’il n’y a aucune inclusion entre espaces LP(R). (Considérer
des fonctions de la forme f(t) := 7 1y o[ (t) ou f(t) := = 1y0,11(%)-)

FEzercice 2. On suppose que u(2) = 1. Montrer que si f € L*, alors |f|e =
limp o | f]p. (Observer que pour tout € > 0, 'ensemble B := {|f| = (1 —¢)| f|x} est
de mesure strictement positive, puis minorer SBE | f|P du pour tout p < 00.)

COROLLAIRE 3.5. Soit I un intervalle de R. Si f : I — C appartient o LP(I)
pour un certain p € [1,0], alors f est intégrable sur tout intervalle borné J < I. En
particulier, f est localement intégrable.

Démonstration. Si J < I est un intervalle borné, alors f|; € LP(J) < LY(J); donc
f est intégrable sur J. O

Exercice. Soit I un intervalle de R, et soit a € I. Montrer que si f € LP(I) pour
un certain p > 1, alors la fonction F(x) := {7 f(t) dt est uniformément continue sur I.
(Montrer qu’en fait |F(y) — F(z)] < Cly — z|* pour certaines constantes C' < o et
a>0.)

COROLLAIRE 3.6. Si g € L9, alors la formule ®4(f) := §¢, fg du définit une forme
linéaire continue sur LP, avec ||®4| < |g|q-



3. INEGALITE DE HOLDER 147

Démonstration. Par I'inégalité de Hoélder, la forme linéaire ®, est bien définie et
on a [®4(f)] < §g|fgl < lgllg | f], pour toute f e LP; autrement dit, @4 est continue

avec | D[ < gllq- O
Remarque 1. Sip > 1, on a en fait [®,] = |g[l; pour toute fonction g € L9. Sip = 1,
i.e. ¢ = 00, on a || Py = |g|w pour toute g € L* a condition de supposer que I'espace

mesuré (£, B, 1) est semi-fini, ce qui signifie que pour tout ensemble mesurable B tel
que pu(B) > 0, on peut trouver un ensemble mesurable A € B tel que 0 < p(A) < .

Démonstration. (i) Supposons p > 1, donc ¢ < . Fixons g € L7, et montrons
qu'on a |®4] = |gl4. Pour cela, il suffit de trouver une fonction f € LP non nulle telle
que ®,(f) = |glq | f],- Evidemment, on peut supposer g # 0.

L’idée est de choisir la fonction f de sorte que fg = |g|?. Cela ne laisse pas trop le
choix : on doit poser

(@) .
f(x) := sig(z) #0.
(@)= s g(o)
Si g(x) =0, on pose f(x) := 0. Par définition de f, on a ainsi
I =lgl",

avec la convention bizarre 0° = 0 si g = 1.
Sil<p<oo,alors |f|P = |g|@VP = |g|? car (¢—1)p = ¢q. Donc So 1P =§q 1917 =

g1, de sorte que f & L avec |f], = |lg|¢”. De plus, ®4(f) = §o fg = §o 917 = |gl3:
ce qui s’écrit encore ®4(f) = | g4 % HgHg_l = |glqlg|¥? car ¢ — 1 = ¢/p, autrement dit
0y(1) = lglla 1

Si p = o0, donc ¢ = 1, alors |f| = |g|® avec la convention 0° = 0; autrement
dit, [f(¢t)] = 1si g(t) # 0 et f(t) = 0si g(t) = 0. Donc f € L*® avec |f|s = 1; et
Dy(f) = Jq lgl = lgls-

(ii) Supposons maintenant que p = 1, ¢ = o0, et que 'espace mesuré (2, B, i) soit
semi-fini. Soit g € L* quelconque, que 'on peut évidemment supposer non nulle.

Pour tout € €]0,1[, on a p({|g| = (1—¢)|g|x}) > 0 par définition de |g]. Comme
I’espace mesuré est semi-fini, on peut donc trouver un ensemble mesurable A. tel que

lg| = (1 —¢)|gew sur Ac et 0 < pu(A:) < o0.
lg|

Posons alors f. := 14, Yy avec la, convention 0 x % = 0. La fonction f. est dans
Lt car |f| = 14, et u(A:) < 0. On a | f|l; = u(A:) > 0, donc f # 0; et

Dy(fe) = L L. lgl = L lgldp = (1 =¢)lglleo u(Ae) = (1 =&)lgle [ /]

par définition de A.. On en déduit [Py > (1 — €)|g[w pour tout € > 0, et donc
[®g] = [g]co- U

Remarque 2. On peut montrer (mais on ne le fera pas ici) que si 1 < p < oo, alors
toute forme linéaire continue sur L? est de la forme ®,. Autrement dit, le dual de L?
s’identifie isométriquement a LY. C’est encore vrai pour p = 1 si ’espace mesuré est
“raisonnable” | mais c’est faux en général pour p = 0.

Ezercice. On suppose que ’espace mesuré (2, B, 1) n’est pas semi-fini. Soit B un
ensemble mesurable vérifiant p(B) > 0 tel que p(A) = 0 pour tout ensemble mesurable
A € B de mesure finie. Montrer que si on prend g := 1p € L*, alors ®; = 0 (et donc

[@4l < llgll0)-
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3.2. Raisonnement par dualité. Soit p € [1, 0], et soit ¢ 'exposant conjugué.
Si lespace mesuré (€2, B, 1) est semi-fini, la Remarque 1 suivant le Corollaire 3.6 (en
échangeant les roles de p et ¢) dit que pour toute fonction f € L?, la forme linéaire ® :
L7 — C définie par ®¢(g) = {, fg a une norme exactement égale & | f|,. Autrement

dit, si f € LP alors
Hﬂb=wpﬂjfg
Q

Comme de plus [§, fg| < §o [fgl < [ f]psige L9 et [g]q <1, cela peut se ré-écrire
comme suit :

33) |ﬂp=ﬂm{LJtheLﬁ|gq<1}

Ceci n’est a priori valable que pour une fonction f dont on sait qu’elle appartient
a LP. Mais le lemme suivant montre qu’en fait il n’est pas nécessaire de supposer que
felLpP.

;geL%nmq<1}.

LEMME 3.7. Supposons que lespace mesuré (Q, B, 1) soit o-fini, ce qui signifie
qu’il existe une suite croissante (Qy,) d’ensembles mesurables telle que Q = | J,, Oy et
w(Qy) < oo pour tout n € N. Alors (3.3) est valable pour toute fonction mesurable
f:Q— C ou [0,].

Démonstration. Remarquons d’abord que l’espace mesuré (€, B, i) est semi-fini :
si B € B vérifie u(B) > 0, alors A,, := B n Q,, vérifie u(A,) < o0, et on a u(A,) >0
pour n assez grand car u(A,) — u(B).

(i) Si||f[lp < oo, le résultat est acquis. En effet, on a |f(t)| < oo presque partout,
donc on peut supposer que f est a valeurs finies quitte & la redéfinir sur un ensemble
de mesure nulle. Alors f € LP. Comme (2, B, ) est semi-fini, la norme de la forme
linéaire ®; agissant sur L9 est exactement égale a || f|,, ce qui donne (3.3).

(ii) Supposons maintenant que | f|, = oo. Il s’agit de montrer que le sup apparais-
sant dans (3.3) vaut co. On va distinguer deux cas.

Cas 1. |f(t)| < oo presque partout.

Quitte a redéfinir f sur un ensemble de mesure nulle, on peut dans ce cas supposer
que f est a valeurs finies.
Pour n € N, posons

fni=1p, f, ou By, :=Qy, n{|f] < n}.
Comme les ensembles forment une suite croissante et qu'on a | J,, B, = Q (car
|f(t)] < oo pour tout ¢t € Q), on voit que f,(t) — f(t) pour tout ¢t € Q. Par la
Proposition 2.10, on en déduit qu’on a | f|, < lim | f,|,, et donc

Jim [ £l = 0.

Par ailleurs, les fonctions f,, sont dans LP : c’est évident si p = oo car f, est bornée
(Ifn] < n), et clair aussi si p < o car f, est bornée et nulle en dehors de €, qui est
de mesure finie. Par le cas déja traité, on a donc

uup=am{f|ﬁghgeL%|gq<1} pour tout n € N.
Q
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Mais |f| = | fn| pour tout n € N par définition de f,, ; donc on obtient

sup{ [ 7ok ge 2t laly <1} = swpswp{ [ 15l ge 27, loly <1}

neN
= sup | falp
neN

= .
Cas 2. f est & valeurs dans [0, 0] et pu({f = }) > 0.

Dans ce cas, comme 1’espace mesuré (2,5, 1) est semi-fini, on peut trouver un

ensemble mesurable E tel que 0 < u(E) < oo et f(x) = cosur E. Sion pose g := ﬁ,
alors g € L9 avec |g|q = 1 car u(E) >0, et §, fg = WSEfdu = o car f = o0 sur

E et p(F) < oo. Donc le sup apparaissant au membre de droite de (3.3) vaut co. [

L’intérét du lemme est qu’il permet de faire des raisonnements “par dualité”, via
la conséquence immédiate suivante :

COROLLAIRE 3.8. Supposons que (2, B, ) soit o-fini. Soit f : Q@ — C ou [0, 0]
une fonction mesurable, et soit C < 00. On suppose qu’on a

J |fgl < Clgllq pour toute fonction g € LY.
Q
Alors on peut conclure que | f|, < C.

Comme illustration, on va démontrer un résultat tres utile qu’on appelle parfois la
forme intégrale de l'inégalité de Minkowski. Il y a des versions plus générale, mais celle
la sera suffisante.

COROLLAIRE 3.9. Supposons que Q soit un borélien de RN . Soit ® : Qx J — [0, 0]
une fonction borélienne, ot J est un intervalle de R. Posons ®(z) := ®(x,t), et

hz) L By () di - f (1) dt

J

Pour tout p € [1,00], on a

hllp < L B4, d

Démonstration. Remarquons d’abord qu’on a bien affaire & un espace mesuré o-fini
car €} est réunion dénombrable de boréliens bornés.

Par dualité, il suffit de montrer que pour toute fonction g € L? (ou ¢ est ’exposant
conjugué de p) on a

fQ Ih(@)g(@)] dz < gy x L | d
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C’est un calcul totalement transparent :

[ n@g@iae = [ o ([ o)
= L <JQ Oy (z)|g(z)] da:> dt par Fubini

N

| 1iplglodr par Holder
J

lgls x j [y, d
J
]

Voici une jolie conséquence de I'inégalité “intégrale” de Minkowski, qu’on appelle
souvent l'inégalité de Hardy. (Il y a en fait beaucoup d’“inégalités de Hardy”.)

EXEMPLE 3.10. Soit p vérifiant 1 < p < o0. Pour toute fonction f € LP(]0,0[), on
note T'f :]0,00[— C la fonction définie par

1 X
Tf) = = f F(t)dt.
T Jo
Alors Tf € LP et |Tf|lp < q | fllp, olt g est I'exposant conjugué de p.

Démonstration. La fonction T f est bien définie car f est intégrable sur tout inter-
valle borné I < 0, 00| par le Corollaire 3.5; et de plus, T'f est une fonction continue
(¢f Chapitre 6 ; voir aussi 'exercice apres le Corollaire 3.5) et donc borélienne.

Par changement de variable, on a

Tf@) - | WO

0

- L 1 () du
1

= L Oy (2) du.

D’apres la forme intégrale de I'inégalité de Minkowski, on en déduit

1
171, < fo [y

Maintenant, on a pour u €0, 1] :

B2 = j faw)Pdz

0

- foou(t)rpdt

u Jo
1
- s
Donc [|®,[, = ul% | flp pour tout u €10, 1[, et donc

! b du 1
Jy Veulodu =171 |5 = 11y = al .

Ainsi, T'f € L? avec |Tf||, < ¢/ fllp, comme annoncé. O
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3.2.1. Autre preuve de l'inégalité intégrale de Minkowski. Comme si tout cela ne
suffisait pas, on va donner maintenant une autre démonstration de I’inégalité intégrale
de Minkowski, qui ne repose pas explicitement sur une raisonnement par dualité.

Soit donc @ : 2 x J — [0, 0] une fonction borélienne (oi1 © est un borélien de RV
et J un intervalle de R), et soit

h(z) = f By () di - f (1) dt
J J
Il s’agit de montrer qu’on a
Ihl, < f [®],dt  pour tout pe [1,].
J

Sip =1, le résultat est immédiat par le théoreme de Fubini, et I'inégalité est méme
une €galité :

[hfs = JQ h(z) dz L (L By(2) dt) i L (L By(z) da:) it — L 1, 1 dt

Dans la suite, on suppose donc que p > 1. On va distinguer trois cas.
Casl. 1<p<wet0<|hl, <o

Dans ce cas, l'idée est d’écrire h(x) = h(z)P~'h(z) et d’appliquer Holder de facon
judicieuse. On a

hE = fﬂh(x)f“h(x) da

f h(z)P! ( dt)
Q
j <f Oy (z)h(x)P™ 1dm> dt par Fubini
1 \Ja

1/p 1/q
< f <J pdm) <f h(x p 1 qda;) par Holder

Q
1/q

[1d ([ ntaras) "ae e - -

— e L |y dt

dx

Comme 0 < |h, < 00, on en déduit en divisant par Hth/q :

Y < f ||, dt;
autrement dit |h], < §, [P, dt.

Cas 2. 1<p<wet|hl,=

Dans ce cas, il faut montrer qu’on a aussi §; @], dt = oo

Supposons d’abord qu’on ait h(x) < oo presque partout. Soit (2,,) une suite crois-
sante de boréliens bornés telle que 2 = UZO:O Q,,, et posons

hn =14, h, ou A, :=Q,n{h<n}}.
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La suite (hy,) est croissante, et comme on suppose que h(x) < o0 presque partout,
hn(z) — h(x) presque partout. Par le théoréme de convergence monotone appliqué
aux hY, on a donc

Tim [l = bl = o

De plus, on a
hy(z) = J D, () dt, ou Pyp(x) =14, (x)Ps(x);
I

et enfin, on a aussi |h,|, < oo, car h, est bornée sur A,, et A, est de mesure finie car
borné. Par le Cas 1, on en déduit

Ay < L 114, D¢, dt < L |®¢|,dt pour tout n e N,

et donc §, @], dt = .

Supposons maintenant qu’on n’ait pas h(x) < oo presque partout, autrement dit
que l'ensemble {h = o0} soit de mesure strictement positive. Comme 2 est réunion
d’une suite de boréliens bornés ,,, I'un des €2, n {h = 0} est de mesure strictement
positive et finie. Ainsi, il existe un ensemble borélien F <  tel que

h(r)=o sur E et 0<pu(E)<oo.

ol on a noté p la mesure de Lebesgue Ay
Par I'inégalité de Holder, on a pour tout t € [ :

[ #@de < ([ ouar av) B < (B

[([[ow)a
RAGEDE

= JE h(z) dx

= o car h(x) = oo sur F et u(E) > 0.

Donc

\%

w(E)Ve L |y, dt

Dot §; @], dt = oo car pu(E) < .

CAs 3. p = o0.

Dans ce cas, il faut montrer qu'on a h(x) < §, || @]« dt presque partout.
Introduisons ’ensemble

B:= {(x,t) € Q x I; &y(x) > H(I)tHoo} c RV x R.

Par le théoréeme de Fubini, on a (en notant toujours p = A\y)

AN+1(B) = fQ M (Bg) do = L,u(Bt) dt .

Mais pour tout ¢t € I fixé, on a u(Bt) = 0 car Bt = {z; ®(x) > | Pt} et
Dy () < |P¢|o presque partout. Donc Ay1(B) = 0; et par conséquent

0= JQ M (By) di = L M ({ts @) > [Br]o})
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Par conséquent, A1 ({t; ®¢(z) > [®¢|x}) = 0 pour presque tout z € 2. Autrement
dit, pour presque tout x € €2, on a

Oi(x) < | Pt|oo pour presque tout ¢ € I .

Donc, pour presque tout x € 2,
o) = [ a)dt < [ [0iode.
I I

4. Résultats de densité

4.1. Fonctions étagées. Dans ce qui suit, I'espace mesuré (€2, B, u) est quel-
conque. On note £() lensemble des fonctions étagées sur 2, a valeurs complexes.
Ainsi, une fonction ¢ : 2 — C appartient & £(£2) si et seulement si elle est de la forme

N
p= Z@i 1a,,
=1

ou les A; sont des ensembles mesurables et «; € C.

Remarque 1. Toute fonction étagée est bornée, et donc £(Q2) < L*. De plus, si
v € E(Q) s’écrit v = Ziv a;1y4, avec des A; deux a deux disjoints vérifiant p(A4;) > 0,
alors [p||pe = max(|aa],. .., |an]).

Démonstration. La premiere partie est évidente ; et la deuxieme est laissée en exer-
cice. 0

Remarque 2. Soit p € [1,0[. Si p € E£(Q) s’écrit ¢ = sz\il a;14, avec des A; deux
a deux disjoints, alors |¢[h = SV | |ai|? u(A;). Par conséquent, une fonction étagée o
appartient a LP si et seulement si u({¢ # 0}) < o0.

Démonstration. La premicre partie est évidente puisque |p|? = 'V | 0[P 4,. Pour
la deuxieme, il suffit d’observer d’une part que si on pose I := {i; «; # 0}, alors
lo|lb < oo si et seulement si u(A;) < o0 pour tout i € I (ce qui revient a dire que
Dies H(A;) < 0o puisque I est fini), et d’autre part que I'ensemble {p # 0} est égal a
Uie[ A;. O

LEMME 4.1. Pour toute fonction mesurable f : Q0 — C, on peut trouver une suite
(¢n) de fonctions étagées telle que

(1) @n(t) — f(t) pour tout t € Q;
(ii) |en(t)] < |f(t)] pour tout n et pour tout t € 2.
Si de plus la fonction f est bornée, on peut faire en sorte que (vy) converge uni-

formément vers f.

Démonstration. Pour une fonction f positive, le résultat a déja été démontré au
Chapitre 3, et on sait qu’on peut prendre les ¢, positives dans ce cas.

Supposons f a valeurs réelles, et écrivons f = fT — f~. Par le cas “positif”, on
peut trouver des suites (¢y,+) et (¢n,—) convenant pour f* et f~. On a alors ¢, + =0

sur Q= {f <0}car 0 < ¢4+ < ftet ff =0sur Q ; et de méme ¢, — = 0 sur
Qt :={f = 0}. Donc ¢, +¢pn,— = 0. Par conséquent, si on pose ¢y, := @pn + —@p,—, alors
(on)* = n+ (cf VExercice 3.1 du Chapitre 4). Donc |¢n| = of +¢f = on+ +n— <
fT+ 7 =|fl; et pn — fT — f~ = f, avec convergence uniforme si f est bornée (car

fT et f~ sont alors bornées).
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Pour une fonction f a valeurs complexes, on applique le cas “réel” aux fonctions
Re(f) et Im(f). Les détails sont laissés en exercice. O

THEOREME 4.2. Les fonctions étagées appartenant a LP sont denses dans LP, pour
tout p € [1,0].

Démonstration. (i) Supposons p < . Soit f € LP quelconque, et soit (p,) une
“suite approximante” de fonctions étagées pour f comme dans le lemme. Comme |¢,,| <
|f| € LP, les fonctions ¢, sont dans LP; et la suite (¢,) converge vers f en norme L
par convergence dominée dans LP.

(ii) Supposons maintenant p = 0. Soit f € L* quelconque. Il existe alors une

fonction mesurable bornée f: Q — C telle que f = f presque partout.
Soit (¢y) une suite de fonctions étagées (donnée par le lemme) convergeant uni-

formément vers f sur , et posons &, := sup{|en(t) — f()]; t € Q}, de sorte que
en, — 0. Comme f = f presque partout, on a |@,(t) — f(t)| = |pn(t) — f(1)] < en
presque partout ; donc [¢, — f|o < €n, et donc ¢, — f pour la norme L®. O

4.2. Fonctions continues a support compact. Dans cette section, {2 est un
ouvert de RY. On dira qu’une fonction ¢ :  — C est & support compact s’il existe
un compact K < Q tel que ¢(t) = 0 en dehors de K. On notera Cpo(£2) 'ensemble de
toutes les fonctions continues a support compact ¢ : Q — C.

Il faut prendre garde au fait que le compact K dans la définition dépend de la
fonction ¢, et que K doit étre entierement contenu dans (2. Par exemple, la fonction
¢ :] —1,1[— R définie par ¢(t) := 1 — t? n’appartient pas & Coo(] — 1,1[); mais elle
appartient a Coo(R) si on la prolonge par 0 en dehors de | — 1, 1[.

Ezercice. Montrer que Cgp(£2) est un espace vectoriel.
Remarque. On a Cop(€2) < LP(€2) pour tout p € [1, o0].

Démonstration. Soit ¢ € Cpo(£2), et soit K < Q un compact tel que ¢(t) = 0 en
dehors de K. Comme ¢ est continue, elle est bornée sur le compact K, donc bornée
sur  puisqu’elle est nulle en dehors de K ; donc ¢ € L™ (). Si p < oo, alors

f lpl? = J lolP dAn < |¢|% x An(K) < oo car K est borné,
Q K

donc ¢ € LP(Q). O
THEOREME 4.3. Sip < w0, alors Coo(Q2) est dense dans LP(S2).
Ce résultat n’est pas du tout évident. On a besoin de deux lemmes.

LEMME 4.4. (régularité de la mesure de Lebesgue)
Pour tout borélien A < RN tel que AN (A) < o0 et pour tout € > 0, on peut trouver un
compact E et un ouvert U tels que

EcAcU e MAU\E)<e.
Démonstration. Fixonas A et € > 0. On procede en deux étapes.

FarT 1. 1l existe un ouvert U tel que A € U et Ay(U\A) < &/2.
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Preuve du Fait 1. Par définition de la mesure de Lebesgue, on peut trouver une
suite de pavés (Px)r>1 telle que

0

oo
13
Ac kulpk et kZl|Pk\ <Av(4) +

Pour tout £ > 1, on peut ensuite trouver un pavé ouvert Qi tel que
L€
P,cQr et Qx| <[Pyl +2 ki'
Si on pose U := UZO=1 Qp, alors U est ouvert, A € U, et

?

DN ™

0 0 0
€ —k
< < -
An(U) < ;;1 |Qkl < ;;1 Pel + 4 ;2 <An(4) +

d’ou Ay (U\A) < g/2. O
FArT 2. 1l existe un compact E tel que £ € A et Ay(A\E) < ¢/2.

PREUVE DU FAIT 2. On observe d’abord qu’il existe un pavé compact P tel que
AMA\(P n A)) < /4. En effet, soit (P,)n>0 une suite de croissante de pavés compacts
telle que J,>o P : RY. La suite (P, n A) croit vers A, donc Ay (P, n A) tend vers
AN (A), et par conséquent Ay (A\(P, N A)) = An(A) — An(P, n A) tend vers 0; donc
on peut prendre P = P,, pour n assez grand.

Maintenant, on applique le Fait 1 & A’ = P\ A, avec /4 au lieu de £/2 : cela fournit
un ouvert U tel que

PNMACU et An(U\(P\A)) <e/4.
Si on pose E := P\U, alors E est compact (intersection du compact P et du fermé
RM\U), et E € A car E\A = (P\U)\A = (P\A)\U = . De plus, (P n A\E =
(P n A\(P\U) € U\(P\A), et donc Ay ((P n A)\E) < g/4. Comme A\E = A\(P n
A)u (P nA)\E, on a donc
A (AVE) < Aw (A\(P 0 4)) + An (P A ANE) < .
O

La preuve du lemme est mantenant terminée : si U et F sont donnés par les Faits
let2,alors EC AC U et AN(U\E) = An(U\A) + An(4)) <e. O

Remarque. On démontrera une version beaucoup plus générale de ce lemme au
Chapitre 10.

LEMME 4.5. Si U est un ouvert de RN et si E < § est un compact tel que E < U,
alors on peut trouver une fonction ¢ € Coo(R2) telle que (t) =1 sur E et ¢(t) =0 en
dehors de U, avec de plus 0 < ¢ < 1.

Démonstration. Quitte a remplacer U par U n €2 (qui est ouvert et contient E), on
peut supposer que U < €.
Comme E est compact et U ouvert, on peut trouver un ouvert borné W tel que
EcCcW e WCcU.
(Il suffit de prendre W := {z € RY;dist(z, E) < €} pour £ > 0 assez petit.)
On a alors

dist(z, E) + dist(z, RM\W) > 0 pour tout = € RV
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En effet : comme £ € W, on a ou bien z ¢ FE ou bien x ¢ RN\W, donc ou bien
dist(z, E) > 0 ou bien dist(xz, RM\W) > 0 car E et RM\W sont des fermés de R,
On peut donc définir ¢ : Q@ — R par
(2) dist(z, RN\W)
x) = .
7 dist(z, E) + dist(z, RN\IW)
La fonction ¢ est continue, avec 0 < ¢ < 1. Ona p(x) = 1si x € E car dist(z, F) =
0; et p(z) =0six¢ W, donc ¢ = 0 en dehors de U car W < U. Enfin, ¢ est
nulle en dehors de K := W qui est compact et contenu dans U, donc dans §2; donc
o€ Coo(9). 0

Preuve du Théoréme 4.3. Comme on sait que les fonctions étagées sont denses
dans LP(€2), il suffit de montrer que I'adhérence de Coo(€2) contient toutes les fonc-

tions étagées appartenant a LP. De plus, Coo(£2) est un espace vectoriel, donc Cpo(€2)

aussi. Il suffit donc de montrer que COO(Q)LP contient toutes les fonctions indicatrices
appartenant a LP({2); autrement dit (comme p < 00) toutes les fonctions de la forme
14 avec A< Q et Ay(A) < o0.

On fixe donc un borélien A < Q vérifiant Ay (A4) < o0, et € > 0. Il s’agit de trouver
une fonction ¢ € Coo(2) telle que [ — 14|, <e.

Par le Lemme 4.4, on peut trouver un compact F et un ouvert U tels que F <
AcUet AN(U\E) < ¢; et par le Lemme 4.5, on peut trouver une fonction ¢ € Cpo(2)
telle que ¢ =1 sur E et ¢ =0 en dehors de U, avec 0 < ¢ < 1. Quitte a remplacer U
par U n €2, on peut aussi supposer que U < €.

Par définitionde p,onalp < ¢ < 1y;etonaaussilp < 1y <lpcar E€ AcC U.
Donc ¢ — 14| < 1y — 1g. Mais 1y — 1 = 1\ g car £ € U, donc

lo—1al < 1pg-
On en déduit

lp—1al7 = f|so—1ArpdAN
[9]

P
< JQ lU\ g dAN
= MW(U\E) <e.
C’est la conclusion souhaitée, avec e¥/P au lieu de . O

FEzercice. Montrer que Coo(2) n'est pas dense dans L*(2). Plus précisément, mon-
trer que la fonction constante 1 n’est pas dans 'adhérence de Cyo(£2) pour la norme
L™,



Chapitre 9

Convolution et transformation de Fourier

1. Translations et symétries sur LP(R)

DEFINITION 1.1. Soit a € R. Pour toute fonction f : R — C, on note 1.f la
fonction définie par

Taf () := f(t —a).

On dit que 1, f est la translatée de f par a.

LEMME 1.2. Soita e R. Si f € LP(R), 1 < p < o0, alors 7,f € LP(R) et ||7o.f]p =
[ £llp-

Démonstration. Si p < o0, on a par changement de variable

Iraf 2 = fR F(t—a)Pdt = fR () Pdu = | £

Le cas p = o0 est laissé en exercice. ]

THEOREME 1.3. (continuité des translations)
Sil<p<owetsifelP(R) est fixée, alors l'application u — 7, f est uniformément
continue de R dans LP(R).

Démonstration. Si u,v € R, alors

HTuf - va”ﬁ

JR |f(t —u) — f(t—v)Pdz
[ 10w = 1 = @ - wpas
R

|lmnf = fI5 ot h:i=v—u.

Donc il suffit de montrer que 'application h — 75, f est continue en 0.

I

CAs 1. On suppose f continue a support compact.
Soit A < oo tel que f = 0 en dehors de [—A, A]. Si |h| < 1, alors 7, f(t) = f(t—h) =
0 en dehors de [-(A + 1), A 4+ 1]; et de méme pour f. Donc
A+1

s == 11— sopa.

—(A+1)
Le second membre tend vers 0 quand h — 0 par convergence dominée, car f est
continue bornée et 'intervalle d’intégration est borné. Donc 7, f — f dans LP.

Cas 2. Cas général.

Soit f € LP(R) quelconque. Comme les fonctions continues & support compact sont
denses dans LP(R) (car p < 00), on peut trouver une suite (¢,) S Coo(R) telle que
wn — f dans LP.

157
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Pour h € R et pour tout n € N, on a

|70pn = o = [70(Pn = Hlp = len = flp-

Donc 1hpn, — T f quand n — o0, uniformément par rapport a h € R. Comme les
applications h — 73, sont continues en 0 par le Cas 1, on en déduit que 'application
h — 7 f est également continue en 0. U

REMARQUE. Il est bon de retenir le principe de la démonstration précédente, qui
est tres général et tres efficace : on commence par traiter le cas d’une fonction f
“réguliere”, puis on conclut “par approximation”.

Ezercice 1. Soit f := 191 € L*(R). Montrer que I'application u +— 7, f n’est pas
continue de R dans L*(R).

FEzercice 2. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et soit (T}) une suite
d’applications linéaires continues de X dans Y. On suppose que la suite (T}) est bornée,
et que Tx(z) — 0 pour tout z € D, ou D est une partie dense de X. Montrer que
Ti(x) — 0 pour tout x € D. Que fait cet exercie ici?

DEFINITION 1.4. Pour toute fonction f : R — C, on notera f_ la fonction définie
par f_(t) := f(—t). On dit que f_ est la symétrisée de la fonction f.

La preuve du lemme suivant est laissée en exercice.

LEMME 1.5. Si fe LP(R), 1 <p < 0, alors f_ € LP(R) et | f_|p, = | flp-

2. Produit de convolution

2.1. Définition. Soient f, g : {2 — C deux fonctions boréliennes. Pour tout = € R
tel que la fonction t — f(x —t)g(t) est intégrable sur R, on pose

fw@%=Lﬂ%%mwﬁ'

La fonction f * ¢g (dont le domaine de définition est éventuellement vide) s’appelle
la convolée des fonctions f et g.

Remarque 1. Comme f(z —t) = f(—(t —2)) = f-(t —x) = (72/-) (t), on a

Fraa) = | (ref-) gl i
en tout point x ou f * g (z) est bien défini. (Cette formule assez vilaine est en fait tres
utile.)
Remarque 2. Si f % g est bien définie en un certain point z, alors g = f aussi et
frg(x)=gx=f(z).

Démonstration. Pour tout z € R, on a { |f(z — t)g(t)|dt = {5 |f(u)g(u — x)| du
par changement de variable; donc f * g (x) est bien défini si et seulement si g * f (z)
Pest, et dans ce cas le méme calcul donne f * g (z) = g = f (x). O
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2.2. Quelques cas ou f * g est bien définie. Dans ce qui suit, f et g sont deux
fonctions boréliennes sur R, a valeurs complexes.

PROPOSITION 2.1. Si f est localement intégrable et si g est dans L™ et a support
compact, alors f = g (x) est bien défini pour tout x € R.

Démonstration. Soit A < oo tel que g = 0 en dehors de [—A, A]. Si z € R est
donné, alors f(z —t)g(t) = 0sit ¢ [-A, A, et |f(z —t)g(t)| < [gle |f(z — 1) pour
presque tout t € R. Donc

fuu—wmma
R

A
f o — t)g(t)] dt
—A

A
lolo | 1= 1)l

<
r+ A
= lolle [ 1fw)]du
rz—A
< car f est localement intégrable.

O

Ezercice. Montrer que si f et g sont toutes les deux a support compact, alors f * g
est a support compact.

Exemple. Soient a,b € R vérifiant 0 < a < b. La convolée 1[_, ;1 * 1[_3) est une
fonction “trapeze”, donnée par la formule suivante :

r+a+b si —(a+b)<z<a-—0b

) 1 B 2a si a—b<z<b-—a
[~a,a] * [*bvb](x)_ a+b—x2 si b—a<zx<a+b
0 si || =a+0b

(Si @ = b, le trapeéze devient un triangle...)

Démonstration. Par définition, on a

1[—a7a] * 1[—b,b] ($) = B 1 a,al (t)]-[—b,b] ($ - t) dt
a,al (t)]-

[_

= 1
J 1

= [[-a,a] n [z — b,z +b]|.

Apres un début de migraine, on en déduit le résultat annoncé. ]

[z—b,z+b] (t)

PROPOSITION 2.2. Si f € LP(R) et g € LY(R), ot p,q € [1,0] sont des exposants
conjugués, alors f x g(x) est bien défini partout, et f = g est une fonction continue
bornée, avec

I #glloo <[ £lpllglq-

Démonstration. Pour z € R donné, on a f(z —t)g(t) = 7 f—(t)g(t), ou f_(u) =
f(=u). Comme 7, f_ € LP et g € L4, il découle de I'inégalité de Holder que (Txf_ )g €
L'; donc f * g () est bien défini. De plus, on a (toujours par I'inégalité de Holder)

[f g (@)| = JR(Tzf)(t)g(t) dt] < JR (o f=)O)g@®)] dt = [ (f=)glh < |7af-lpl9lq-

Donc f # g est bornée, avec |f * gloo < [ f]p lg]q-
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Pour la continuité, on introduit la forme linéaire ®, : LP — C définie par

B4 (h) = JR h(t)g(t) dt.

Par Holder, cette forme linéaire est continue (avec |®,4| < |g|4) ; et on a par définition :

fog(a) = fR () (gt dt = By(mf ).

Comme l'application x — 7, f_ est continue de R dans L (continuité des translations),
on en déduit par composition que f * g est continue. ]

COROLLAIRE 2.3. Si f est localement intégrable et si g est dans L et a support
compact, alors f + g est continue.

Démonstration. Par la Proposition 2.1, f * g est bien définie en tout point. Pour
la continuité, il suffit de montrer que f * g est continue sur tout intervalle [—B, B],
B > 0. On fixe donc B > 0; et on fixe également A < o tel que g = 0 en dehors de
[—A, Al

On a pour tout z € R :

A
frg(x) = Af(x—t)g(t)dt-
Side plus z € [-B, B], alors t —z € [— (A B), A+ B] := K pour tout t € [ A, A],
et donc on peut écrire f(z —t) = (1 f)(t . Par conséquent :

A
feg() j (1) (t — 2)g(t) dt

A
_ jR(le)u — 2)g(t) dt

(1xf) #g(x).

Ainsi, on a f* g = (1xf) * g sur [-B, B]. Mais comme 1xf € L' (car f est
localement intégrable et K est compact) et g € L®, la fonction (1 K f) * g est continue
sur R par la Proposition 2.2 ; donc f # g est continue sur [—B, B]. O

Exercice 1. Soit A € R un borélien de mesure de Lebesgue non nulle. En considérant

la convolée 1 4%1_ 4, montrer que I’ensemble A— A := {x—y; z,y € A} est un voisinage
de 0.

Exercice 2. Soient p, q des exposants conjugués tels que 1 < p,q < o0. Montrer que
si fe LP(R) et g e LY(R), alors f = g tend vers 0 a linfini. (Commencer par le cas ou
f et g sont continues a support compact.)

Voici maintenant un cas d’existence un peu plus subtil.

THEOREME 2.4. Si f € L'(R) et si g € LP(R), 1 < p < o, alors f * g est bien
définie presque partout et appartient a LP(R), avec

I+ glp < 17l lgllp -

Démonstration. (i) On va traiter a part le cas p = 1, qui est plus élémentaire (méme
si les idées sont les mémes pour p quelconque).
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Soit h la fonction borélienne positive définie par

h(z) = JR Fla— t)g(t)] dt.

Par le théoreme de Fubini, on a
[ ([ 176 natoar) ao
R R

fR h(z) dz
fR lg(®)] (J}R |f(x—1)| dx) dt

I
£l fR lg(®)] dt

[ £l lgls -

En particulier, {; h(z)dz < o0. Donc h(z) < o presque partout; ce qui signifie
que f g (x) est bien défini presque partout.

La fonction f # g est Aj-mesurable car ’ensemble E := {h < o} est borélien et
f # g est borélienne sur E (c¢f la preuve du théoreme de Fubini). De plus, on a

Fra@l=|[ o= nawa] < [ 18- 0go]de =) presave partout

done fxge Lt avec |f = gl < [[hlh = [£f]1 ]g]1-

(ii) Traitons maintenant le cas général, ou p € [1, o0[ est quelconque.
Comme dans le cas p = 1, on considere la fonction borélienne positive h définie par

) o= [ 1@ =gl de = | 17019~ )l .
Par définition :
h(z) = fR Oy (x) dt avec Oy(z) := | f(t) eg(x)|.

D’apres la forme intégrale de 'inégalité de Minkowski (Corollaire 3.9 du Chapitre

8), on a donc
[ 1iya
R

f £ mgl dt
R

Il fR ()] dt
171 Il

En particulier |h[, < c0; donc |h(x)| < oo presque partout, i.e. f * g (z) est bien
défini presque partout. Enfin (comme dans (i)) f*g est A\j-mesurable et |fxg (z)| < h(z)
presque partout, donc £ + g € L? avec |f + gl < Iy < 1l Lol

7]

A

0

Ezercice. Montrer que si f,g,h € L*(R), alors (f = g) * h = f % (g * h). (Expliquer
d’abord pourquoi ceci a un sens, et quel sens.)
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2.3. Régularisation. Le théoréme suivant montre que le produit de convolution
permet de “régulariser” des fonction éventuellement tres discontinues.

THEOREME 2.5. Soit N € N*. Si f : R — C est localement intégrable et si g : R —

C est de classe CN & support compact, alors f = g est de classe CN sur R, avec pour
k=1,...,N :

(f =)™ = fx(g¥)).

Démonstration. Par une récurrence immédiate, il suffit de traiter le cas N = 1;
soient donc f localement intégrable et g de classe C' & support compact.
L’idée est d’écrire

fﬂﬂ@=g*f®%=kf®mw—ﬂﬁ,

de facon a faire apparaitre le x dans la fonction réguliere g et pas dans la fonction f,
dont on ne sait rien.

Cela étant fait, on applique le théoreme de dérivabilité pour les intégrales a pa-
rametres. Si on pose F(x,t) := f(t)g(x —t), alors F'(x,t) est intégrable par rapport a
t pour tout x fixé (car f est localement intégrable et g est bornée a support compact),
et de classe C!' par rapport & z, avec

Loty = 19/ 1),

Pour vérifier 'hypothese de domination, fixons un compact K € R, et Bx > 0 tel
que K € [—Bg, Bk]. Fixons également A > 0 tel que g = 0 en dehors de [—A, A].
On a ¢'(u) = 0 en dehors de [— A, A]. Done, siz € K < [—Bg, Bk]|, alors ¢'(z—t) =
0 pour tout ¢t ¢ [—-(A + Bg), A+ Bk]| := Jg. On en déduit
oF

a(:):,t)' < gk(t) pour tout z € K,
T

ou la fonction g est définie par

L 0 Sit¢JK,
”ﬁ”‘ﬁwmuw|atak.

La fonction gx est intégrable sur R car f est intégrable sur Uintervalle compact
Ji . Donc le théoreme de dérivabilité s’applique : la fonction f * g est de classe C!, avec

ﬁ*w%ﬂ—Lf@d@—wﬁ—gaN@—f*ﬂ@~
]

REMARQUE 2.6. Le théoreme n’est pas vide : il existe bel et bien des fonctions de
classe CN & support compact. Plus précisément, pour tout intervalle ouvert borné non
trivial I € R, on peut trouver une fonction xy € C*(R) positive, nulle en dehors de I
et vérifiant x(¢) > 0 sur /.

Démonstration. Soit § : R — R la fonction définie par 6(t) := 0 si ¢t < 0 et
O(t) := e M si t > 0. La fonction 6 est de classe C* sur R\{0}, et on vérifie tres
facilement que les dérivées ) (t) pour t > 0 sont de la forme %) (t) = P, (1/t)e=
ol P, est un polynome. Donc oK) (t) — 0 quand t — 07 pour tout k¥ € N, et par
conséquent 6 est de classe C* sur R avec §*) (0) = 0 pour tout k € N.
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Si on maintenant on écrit I =]a,b| et si on pose x(t) := 6(t — a)0(b — t), alors x
est de classe C*, identiquement nulle en dehors de I =]a,b[, car §(t —a) =0sit < a
et O(b—t) =0sit>=b,etona x(t)>0sur I car 0(s) > 0 pour tout s > 0. O

FEzxercice. Montrer que pour tout intervalle non trivial I € R de centre m, on peut
trouver une fonction y € C*(R) positive, nulle en dehors de I et vérifiant x(¢) = 1 au
voisinage de m. (On pourra commencer par montrer, en primitivant une fonction C*
a support compact convenable, qu’il existe une fonction ¢ € C*(R) telle que ¢(t) = 0
pour tout ¢t < 0 et ¢(t) = 1 pour tout ¢ > 1; puis montrer qu’il existe une fonction
1 € C*(R) identiquement nulle en dehors de ]0,4[ telle que v (¢t) = 1 sur [1,3].)

2.4. Approximation par convolution.

DEFINITION 2.7. Soit (kp)nen une suite dans LY(R). On dit que (ky,) est une suite
de Dirac si elle vérifie les propriétés suivantes.

(i) Sz kn(t)dt =1 pour tout n € N.

(i) (k) est bornée dans L', i.c. il existe une constante M telle que |kn|1 < M
pour tout n € N;

(iii) Pour tout 6 > 0, on a lim |kn (t)| dt = 0.

" =63

Remarque. La condition (iii) signifie que “k, se concentre autour de 0” quand
n — oo.

EXEMPLE. Soit k € L'(R) vérifiant {3 k(¢)dt = 1. Si (A,) est une suite de nombre
réels strictement positifs tendant vers oo, alors la suite (k,) définie par

kn(t) := A E(Ant)
est une suite de Dirac.

Démonstration. Le changement de variable v = A\, donne

JR e ()] dt fR e (Ooytt)| At — JR o) du = ] -

Donc k,, € L'(R) avec ||k, |1 = |k|1 pour tout n € N; en particulier, (ii) est vérifiée. Le
méme changement de variable u = At donne {3 k;,(¢) dt = § k(u) du = 1 pour tout
neN, ie. (i) est vérifiée.

Pour vérifier (iii), fixons 6 > 0. On a

f e (£)] dit —f o Ot At —f ()] du.
{1=5) {115) {hul>2nd)

Comme \,0 — o et comme k est intégrable sur R, I'intégrale

And
f ()| du :f \k(u)\du—f le(w)| du
([ul>And} R —And

tend vers 0 quand n — o0 ; donc (iii) est vérifiée. O
L’intérét des suites de Dirac vient du théoreme d’approximation suivant.

THEOREME 2.8. Soit (k,) < L(R) une suite de Dirac, et soit f : R — C
borélienne.



164 9. CONVOLUTION ET TRANSFORMATION DE FOURIER

(1) Si f est bornée et continue en un point xg € R, alors ky = f(xo) — f(zo)
quand n — 0.

(2) Si f est bornée et uniformément continue, alors k, * f — f uniformément.
(3) Si feLP(R) avec 1 < p < o0, alors ky * f — f en norme LP.

Remarque 1. Notons Cy(R) I'espace des fonctions continues bornées sur R, muni
de la norme | - |o. Toute mesure borélienne finie p sur R définit une forme linéaire
continue sur Cy(R), notée f — {u, f), par la formule

{py f) = fRfdu-

Par ailleurs, toute fonction g € L!(IR) définit également une forme linéaire continue sur
Cp(R), notée f +— (g, f), par la formule

9, f):= fRf(t) g(t)dt.

Avec cette notation, on a g * f(0) = {3 g(t)f(—t)dt = (g, f-) pour toute f € Cy(R).
Donc, la partie (1) du théoréme, appliquée avec zg := 0 et f_ au lieu de f, dit que

Ckny ) — (00, f) pour toute f € Cp(R).

Ainsi, la suite (k,;) “tend vers la masse de Dirac dp” en un sens bien précis; d’ou la
) 0 )
terminologie “suite de Dirac”.

Remarque 2. En raison de (3), les suites de Dirac s’appellent souvent des unités
approchées pour la convolution.

Ezercice. Montrer que L'(R) n’a pas d’unité pour la convolution ; autrement dit,
qu’il n’existe pas de fonction k € L*(R) telle que k* f = f pour toute f € L'(R). (Mon-
trer qu’une telle fonction k devrait vérifier Szj k(u)dt = 1{_1 1)(x) presque partout,
et utiliser le fait que la fonction = — Sii k(u) du est continue sur R.)

Preuve du Théoréeme 2.8. Tout va découler assez facilement du fait suivant.

FAIT. Si ¢ : R — R™ est borélienne bornée et vérifie %in(l) ©(t) = 0, alors

f |kn(t)] p(t)dt - 0 quand n — .
R

Preuve du Fait. Pour pouvoir utiliser la propriété (iii) dans la définition d’une suite
de Dirac, on coupe l'intégrale en deux : pour tout § > 0 et pour tout n € N, on a

[lewde = | u@le@dr [ k@) d
R {It]<d}

{[t|=6}

A

sup (1) f en ()] i + 0] f ()] dt
[t|<é {It|<d} {|t|=0}

M sup o(t) + oo f k()] dt
t|<d {|t[=0}

N

ou la constante M est donnée par la propriété (i) dans la définition d’une suite de
Dirac. Comme S{|t|>5} |kn(t)] dt — 0 par (iii), on en déduit

lim J |kn(t)|(t) dt < M sup ¢(t) pour tout § > 0;
R [t|<d
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et donc { [k (t)|e(t) dt — 0 puisque ¢(t) — 0 quand t — 0. O

On peut maintenant passer a la preuve du théoreme.

(1) Remarquons d’abord que 1’énoncé a un sens : comme f € L et k, € L', la
convolée k,* f est bien définie partout, donc sa valeur en xg est parfaitement déterminée.
Le point clé est ’observation suivante : comme SR k, = 1, on peut écrire

F(w0) = flo) ¥ f Fon(t) .

R

de sorte que

B+ f(20) — f(z0) = kana)f(xo—t)dt—f(xo)x kan@)dt
_ jR Fon () (f (0 — £) — F(xo)) dt .

On a donc

ko = F(0) — f(0)] < fR en(0)] £ (0 — £) — f(a0)] dt.

©(t)

Le fonction ¢ est bornée car f l'est, et ¢(t) — 0 quand ¢ — 0 puisque f est continue
en xg; donc ky, * f(xg) — f(zo) par le Fait.

(2) La preuve est la méme. Pour tout z € R, on a comme plus haut
|kn  f(z) — fz)| < JR [ken @] |f (z = t) — f(z)| dt

< [ a0l s sup{|£0) ~ Fa)l o~ ul < ) dr.
R

~~

©(t)

Le fonction ¢ est bornée car f est, et ¢(t) — 0 quand t — 0 car f est uniformément
continue. Donc 'intégrale de droite tend vers 0 par le Fait, et donc ky, * f(z) — f(z) — 0
uniformément puisque la majoration ne dépend pas de =x.

(3) Cette fois il faut étre un peu prudent car ky* f n’est définie que presque partout ;
mais 'idée est toujours la méme.

On a pour presque tout x € R :

|k f(2) = fz)] =

jR(f@c — 1) = f(@))ka(t) dt

< f @ — 1) — F(@)] [ka(t)] dt
R

- f en ()] |70 () — (2)] dt
R

= f@t(a:)dt.
R
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D’apres la forme intégrale de 'inégalité de Minkowski, on en déduit

lhns f—flp < meuﬁ

=‘[%M®|nf—ﬂbﬁ
R ———
w(1)

La fonction ¢ est bornée sur R car ¢(t) < 2|f|,, et ¢(t) — 0 quand ¢ — 0 par
continuité des translations dans LP(R). Donc |k, = f — f], — 0 par le Fait. O

COROLLAIRE 2.9. Pour tout p € [1, [, les fonctions de classe C* & support com-
pact sont denses dans LP(R).

Démonstration. Comme les fonctions continues a support compact sont denses
dans LP(R) (car p < 0), il suffit de montrer que 'adhérence de Cg5(R) dans LP contient
Coo(R). On fixe donc une fonction f € Coo(R), et on cherche une suite (¢,) < Ci(R)
qui converge vers f en norme LP.

Soit x € Cg5(R) positive et non identiquement nulle. Alors {, x # 0, donc on

peut définir k(t) := Slx X(t). La fonction k est de classe C* & support compact avec
R

§g k(t)dt = 1. Donc, si on pose ky,(t) := nk(nt), alors (k,) est une suite de Dirac
formée de fonctions C* & support compact.

Par le Théoreme 2.8, ¢, := k, * f tend vers f en norme LP. De plus, les ¢, sont
de classe C* par le Théoreme 2.5. Enfin, chaque ¢, est a support compact car k, et
f le sont. (Si on choisit A et A, tels que f = 0 en dehors de [—A, A] et ¢, = 0

en dehors de [—A,, A,], alors k, = f(x) = SfA kn(z — t)f(t) dt vaut 0 en dehors de
[-A—A,, A+ A,]) O

FEzercice 1. Soit f : R — C localement intégrable. Montrer que si I < R est un
intervalle borné de centre x et de longueur 2h, alors

LﬂﬂﬁZme*ﬂ@-

En déduire que si on a §, f(t) dt = 0 pour tout intervalle borné I = R, alors f(z) =0
presque partout.

Ezercice 2. Soit f : R — C localement intégrable, et soit xg € R. On pose
T
F(x) ::J ft)dt.
zo

Pour h € R donné, exprimer F'(z + h) — F(z) comme une convolution; puis montrer
que de toute suite (h,) de nombres réels non nuls tendant vers 0, on peut extraire une
sous-suite (hy, ) telle que

F(z + hy,) — F(x)
B,

— f(x) presque partout .

(En fait, il est inutile d’extraire une sous-suite car un résultat beaucoup plus fort est
vrai : la fonction F' est dérivable en presque tout point, avec F’ = f presque partout.
C’est ce qu’on appelle le théoréme de dérivation de Lebesgue ; qui est plus délicat
a démontrer.)
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3. Transformation de Fourier

3.1. Ce qu’on sait déja. Si f : R — C est une fonction intégrable, sa trans-
formée de Fourier est la fonction f : R — C définie par

Ax)zJ%ﬂﬂeimdt

On a déja vu que f est une fonction continue bornée, avec

[ Flloo < [1£]1-

De plus, il est évident que I'application f — f est linéaire. On peut résumer ces
propriétés de la facon suivante.

PROPOSITION 3.1. Notons Cp(R) l’espace de toutes les fonctions continues bornées

sur R, et posons Ff := f pour f € LY(R). Alors la transformation de Fourier F est
une application linéaire continue de L'(R) dans Cy(R), avec |F| < 1.

3.2. Propriétés formelles. La transformation de Fourer possede de nombreuses
propriétés “formelles” agréables, qu’on va maintenant détailler.

PROPOSITION 3.2. (Fourier et convolution)

La transformation de Fourier change le produit de convolution en produit ordinaire :
si f,g € L'(R), alors

fxg=17.

Démonstration. On sait que f = g est bien définie presque partout et appartient &
LY(R). Un calcul formel donne

—_

Frgl) - fj»g@piﬂﬁ

[ (-

jIR{ (J ft—s)e = )g(s)e_deS) at

f ( im(ts)dt> g(g)efixsds par Fubini
R

j]R Jf _ZIUdu> <)_ix8d8

(
fa) jRg<s>emds — f@) ).

Pour justifier I'utilisation du théoréme de Fubini, il suffit de vérifier qu’on a

J (J |f(t_s)€ix(ts)g(8)6i13|ds> dt < o
R R
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f <f f(t—s)g ‘d3>dt
jR UR FE=s)l dt) 9(s)| ds

[l gl < oo

ce qui est facile en utilisant Fubini “positif” :

JR (JR |f(t —s)e ™) g(s)e | ds> dt

O
PROPOSITION 3.3. (Fourier et dérivation)
Si f:R— C estdeclasse CN, N=1etsif,f,...., O sont dans LY(R) alors
f®)(z) = (iz)* f(z) pour tout k€ {0,...,N}.
Démonstration. Par une récurrence immédiate, il suffit de traiter le cas N = 1. On
suppose donc que f est de classe C! avec f, f' € L', et on montre que f’(z) = iz f(z).
FAIT. On a tl}ginoof(t) = 0.

Preuve du Fait. D’apres le théoreme fondamental de 'analyse, on peut écrire

+ f f'(s)ds

Donc f(t) tend vers ! := f(0 +SO f'(s) ds puisque f’ est intégrable sur [0, co[. Si on
avait [ # 0, on pourrait trouver une constante ¢ > 0 (par exemple ¢ := |I|/2) et tg € RT
tels que |f(t)] = ¢ pour tout t > t; et on en déduirait S;ﬁ ()] dt = S;)(?Cdt = o, ce
qui est exclu puique f est supposée intégrable sur R. Donc [ = 0, i.e. f(t) — 0 quand
t — 00. On montre de méme que f(t) — 0 quand t — —o0. O

On peut maintenant calculer J?’ (x) en intégrant par parties. Pour tout A > 0, on a

J f —za:tdt [f( —zxt T +f f er—ia}t) dt .

Le “crochet” tend vers 0 quand A — oo d’apres le Fait ; donc on obtient en faisant
tendre A vers 'infini :

Pla) = iz fo F(e=dt — iz ().
O

COROLLAIRE 3.4. Si f : R — C est de classe C? & support compact, alors ]?6 L'(R).

Démonstration. La fonction f est continue, donc localement intégrable. Si x # 0,
on a d’apres le Fait :

7@ = = 1P @)

Donc \f(x)\ = O(1/2?) quand x — +00 car 7" est bornée, et par conséquent f est
intégrable sur R. O

EXERCICE 3.5. On dit qu’une fonction u : R — C est & décroissance rapide si
tFu(t) — 0 quand t — 400, pour tout k € N. L’espace de Schwartz, noté S(R), est
I’ensemble des fonctions f : R — C de classe C® telles que [ et toutes ses dérivées sont
a décroissance rapide. Montrer que S(R) est “stable par Fourier” : si f € S(R), alors

fe S(R).
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PROPOSITION 3.6. (Fourier et dilatations)
Soit f € LY(R). Pour X\ > 0, notons fy la fonction définie par
) = f(AL).
Alors fy € L'(R) et
~ 1 ~rx
@ =5F(5)-

Démonstration. On a §g [ fr(t)|dt = {5 |f (At dt = §g | f(u)| % = 1 [ fll < oo; donc
fr € L'. Ensuite,
1~z
)\t —zxtdt —mf 7“ - 2.
J i f fe 5 T =57 (5)

Ezercice. Exprimer 7;7' a l'aide de f pour a € R.

3.3. Le “lemme de Riemann-Lebesgue”. On sait que la transformée de Fou-
rier d’une fonction intégrable est une fonction continue bornée. La proposition suivante
en dit un peu plus.

PROPOSITION 3.7. Si f € LX(R), alors f(z) — 0 quand z — +o0.

Démonstration. On va procéder “par approximation”, comme dans la preuve du
Théoreme 1.3.

Cas 1. Cas ou f est de classe C! & support compact.

Dans ce cas, f’ est intégrable sur R car continue & support compact. Par la Pro-
position 3.3, on a donc pour tout x # 0 :

~ 1 ~
e ) .
fa) = — Fr);
d’ou le résultat car f’ est bornée sur R.

Cas 2. Cas général.

Notons Cy(R) l'espace de toutes les fonctions continues bornées sur R muni de la
norme || - [, et Co(R) le sous espace vectoriel de Cp(R) constitué par les fonctions
tendant vers 0 a Uinfini. Il n’est pas difficile de vérifier que Co(R) est un sous-espace
fermé de Cy(R) (exercice). Comme 'application f — f est continue de L'(R) dans
Cp(R), on en déduit que I'ensemble

D= {f e L'(R); feCo(R)}
est une partie fermée de L'(R). Mais D est également dense dans L!(R) car il contient
toutes les fonctions de classe C' & support compact d’apres le Cas 1. Donc D = L'(R),
ce qui est le résultat souhaité. ]

3.4. La formule d’inversion. Le théoreme qui suit dit essentiellement que si f
est une fonction intégrable sur R dont la transformée de Fourier est elle aussi intégrable
sur R, alors f est la transfomée de Fourier de sa transformée de Fourier.

L’énoncé précis demande d’introduire la notation suivante : pour toute fonction
g€ L'(R), on notera § : R — C la fonction définie par

g(t) = JR g(x) e dx .
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(On dit parfois que g est la transformée de Fourier inverse de la fonction g.)

THEOREME 3.8. (formule d’inversion de Fourier)
Si f e LY(R) est telle que f appartient également ¢ L' (R), alors

1 x
f=—1[f presque partout.
27

Autrement dit : .
ft) = o f f(x) e dx presque partout .
™ JR

Démonstration. On a besoin de deux faits préliminaires.
Fart 1. Si f,g € L'(R), alors gf € LY(R) et gf =g+ f.

Preuve du Fait 1. On a gf € L' car g e L' et f est bornée. Ensuite, le calcul se
fait tout seul :

Q?(t) = JRg(x)f(x) et dt
AR
= ff@)([gmk“W@>ds par Fubini

Jf g(t—s)ds
= gt)y=3g=f(t).

(La justification de l’emplol du théoreme de Fubini est laissée en exercice.) O

s)ei‘md8> g(x)e®dx

FAIT 2. 1l existe une suite (g,,) € L'(R) n L®(R) vérifiant les propriétés suivantes :
(a) (gn) est uniformément bornée et g,(z) — 1 pour tout =z € R;
(b) gn € L'(R) pour tout n, et la suite (%En) est une suite de Dirac.
Preuve du Fait 2. Soit g : R — R la fonction gaussienne définie par
)
g(z) == e ™72,
La fonction g est intégrable sur R, et on a vu au Chapitre 6 qu’on a

g(t) = J e "Rl gt — \/2r e /2 pour tout te R.
R
En particulier, g € L'(R) et
f g(t)dt = 2w f e 2t = 2r .
R R

Posons alors
In(z) := g(en),
ou (g,,) est n’importe quelle suite de réels strictement positifs tendant vers 0.
D’apres la (version “Fourier inverse de” la) Proposition 3.6, on a

- 1 _[t
H=—g—):
an(t) 6ng<€n>,

donc la suite (iﬁn) est une suite de Dirac puisque SR i g=1let1/e, > 0.
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De plus, la suite (g, ) est uniformément bornée car g est bornée, et g, (z) — g(0) = 1
pour tout x € R car g est continue en 0. ([l

On peut maintenant démontrer la formule d’inversion de Fourier. Soit f € L!(R)
telle que f € L'. Si la suite (g,) est comme dans le Fait 2, on a d’apres le Fait 1 :

—

gnf=§n*f pour tout n € N.

Comme (g;,) est uniformément bornée et tend simplement vers 1, et comme fe L
on voit que

—_—

(3.1) gnf(t) = fR gn(x)f(x) e dt — fR J?(:c)emC dxr pour tout t € R,

d’apres le théoreme de convergence dominée.
De plus, d’apres le Fait 2, g, * f tend vers 27 f en norme L' ; donc on peut trouver
une suite strictement croissante d’entiers (ng) telle que

(3.2) Gny, * [ () = 21 f(t) presque partout .

De (3.1) et (3.2), on déduit immédiatement le résultat souhaité :

1 ~ .
f(t) = o J f(z) e dx presque partout .
T JR
]

COROLLAIRE 3.9. La transformation de Fourier est injective sur L*(R) : si f1, fo €
LY (R) wérifient f1 = fa, alors fi = fo presque partout.

Démonstration. Si f € L' et f = 0, alors f = 0 presque partout d’apres la formule
d’inversion ; d’ou le résultat par linéarité. O

QOROLLAIRE 3.10. Si f : R — C est une fonction continue intégrable sur R telle
que f € L'(R), alors

1 ~
f(t) = QJ f(z)e™ da pour tout t € R.
T JR

Démonstration. On a f = %fpresque partout, donc partout car ces deux fonctions

sont continues (exercice; c¢f le Fait 1.6 du Chapitre 8). O

COROLLAIRE 3.11. Si f € L'(R) est telle que fe L'(R), alors f est presque partout
égale a une fonction continue.

Ezercice. Soit f: R — R la fonction (intégrable!) définie par f(t) := e~ sit <0
et f(t) := 2¢t" sit > 0. La transformée de Fourier de f est-elle intégrable sur R ?

Exemple. Comme illustration de la formule d’inversion de Fourier, on va montrer
que pour tout t € R, on a

ezt:r; ]
(3.3) jR1+$2 dr =me ',

Soit f : R — R la fonction définie par
f(t) = e,



172 9. CONVOLUTION ET TRANSFORMATION DE FOURIER

La fonction f est clairement intégrable sur R, et sa transformée de Fourier n’est
pas difficile a calculer : on a

flz) = JR eIt gy

O . w .
J e(l—m)t dt + j e(—l—zx)t dt
—00 0

B 1 N 1
1 —dz  1+iz
B 2
1+ 22

Donc f est intégrable sur R ; et comme f est de plus continue, on a par la formule
d’inversion :

1 ~ )
f(t) = o J f(z)e™dr  pour tout t e R,
T Jr
autrement dit (3.3).

Ezercice 1. Montrer que la transformation de Fourier est une bijection de 1’espace
de Schwartz S(R) sur lui méme. (Voir I’Exercice 3.5 pour la définition de S(R).)

Ezercice 2. Montrer que S(R) est stable par convolution.

Ezercice 3. Soit P(z) = ag + a1z + - + ayz" un polynéme non nul & coefficents
complexes sans racines réelles. Montrer que pour toute fonction g € S(R), il existe une
unique fonction f € S(R) telle que P(D)f = g, ou P(D)f = agf +arf' +---+anf™.

Ezercice 4. Dans cet exercice, on donne une autre preuve de la formule d’inversion
pour les fonctions appartenant a ’espace de Schwartz S(R). On notera F : S(R) —
S(R) la transformation de Fourier, et F la transformation de Fourier “inverse”. De
plus, on notera D l'opérateur de dérivation, et M l'opérateur de multiplication par la
fonction ¢ — t.

(i) Soit T': S(R) — S(R) un opérateur linéaire vérifiant TM = MT. Montrer que
T est 'opérateur de multiplication par une certaine fonction ¢, i.e. Tf = ¢ f

pour toute f € S(R). (Commencer par montrer que si f € S(R) et si a € R
est fixé, on peut écrire f = f(a)l + (M — ald)g, pour une certaine fonction

g€ S(R).)
(ii) Trouver une relation entre les opérateurs FM et DF d’une part, et les

opérateurs FD et MF d’autre part. Que peut-on en déduire pour l'opérateur
T=FF?

(iii) Montrer qu’il existe une fonction g € S(R) ne s’annulant pas telle que la
formule d’inversion est vraie pour g.

(iv) Démontrer la formule d’inversion pour toutes les fonctions de S(R).

3.5. La formule de Plancherel. Le théoréme suivant est ’analogue de la for-
mule de Parseval pour les séries de Fourier.

THEOREME 3.12. Si f € LY(R) n L2(R), alors f € L%(R) et on a la formule de
Plancherel

[ 17 P e =2x [ 1s2ar.
R R
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Pour la preuve, on a besoin de deux lemmes.

LEMME 3.13. Si f,g € L*(R), alors f§ et ?g sont dans L'(R) et on a la formule
d’échange
J fg= J fg.
R R

Démonstration. Les fonctions f g et fg sont dans L' car f, g sont dans L' et 7, f
sont bornées. Ensuite, c’est un calcul direct avec le théoreme de Fubini (la justification
nécessaire est laissée en exercice) :

fng JRM <JRg(x)ethdx> dt
JR ( JR f(t)emdt> g(x) dzx
[ ([ setir) gtare = | Fo.

LEMME 3.14. Si f € L}(R) n L%(R), alors il existe une suite (p,) de fonctions de
classe C% a support compact telle que v, — f en norme L' et en norme L?.

0

Démonstration. Posons d’abord f,, := 1{_, 1 f. Alors f,(t) — f(t) presque par-
tout, et |f,| < |f| pour tout n € N. Comme f € L' n L?, on en déduit par convergence
dominée (dans L' et dans L?) que f, — f en norme L' et en norme L2.

Maintenant, soit (k,)yeny < L'(R) une suite de Dirac formée de fonctions de classe
C? a support compact. Pour n € N fixé, on sait que k, * f, — f, en norme L! et en
norme L? quand 7 — o0 ; donc on peut trouver un entier 7, tel que [k, * fu|, < 27"
pour p =1, 2.

Comme &z, # [ — f”p Vkr # fr = fullp + |fn = flp, on voit que n = kr, = fn
tend vers f en norme L' et en norme L? quand n — oo. De plus, chaque ¢, est de
classe C? & support compact car k., est de classe C? & support compact et f, est a
support compact. ]

Preuve du Théoréme 3.12. Soit f € L'(R) n L?(R). On va distinguer 2 cas.
Cas 1. On supose que fe L'(R).

~
~

Dans ce cas, on a f = % f par la formule d’inversion. Donc
1 _ X
2 — -
[ - %fff
1 = N
= 5 J fr par le Lemme 3.13 avec g := f
™
<L
21w

Cas 2. Cas général.

Soit (¢y,) une suite de fonctions de classe C? & support compact convergeant vers
f en norme L' et en norme L2. (La suite (¢,) est donnée par le Lemme 3.14.)
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D’apres le Corollaire 3.4, on sait que p, € L'(R) pour tout n € N. D’apres le Cas
1, on a donc

1@nl3 = 27 |onl3 -

Comme de plus |, |? — | f[3 puisque ¢, — f en norme L2, on en déduit que

(3-4) |@nl3 — 27 | £

Par ailleurs, on a |[@; — G513 = p — @43 = |@g — @pl3 pour tous p,g € N,
d’apres le Cas 1 appliqué & ¢, — ¢,. Donc la suite (,,) est de Cauchy dans L* car
(¢n) est de Cauchy. Comme L? est complet, la suite %, converge donc dans L? vers
une certaine fonction g; et par conséquent, (p,) admet une sous-suite qui tend vers

g presque partout. Mais ¢, (z) — f(z) en tout point (et méme uniformément) car

¢n — [ en norme Lt et |pn(x) — f(2)] = |(on — N@)| < len — fli pour tout z € R.
Donc g(z) = f(x) presque partout; et donc @, — f en norme L?. En particulier :

(3.5) 1@nl13 — 1£13-

En comparant (3.4) et (3.5), on obtient immédiatement la formule de Plancherel.
U

Ezercice 1. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction f :=1;_; y], et en

déduire qu’on a
sinz\?
f ( ) de =m.
R x

Erercice 2. Montrer que si f € L'(R) est de classe C! et si f' € L'(R) n L?(R),
alors f € LY(R).

Ezercice 8. Pour tout A > 0, on note F) la “transformation de Fourier normalisée
par \” : si f € LY(R), alors

Frf(x) = jR ft)e Aqt .,

On définit de méme la transofrmation de Fourier inverse Fy. Montrer que si on choisit
convenablement A (il y a exactement 1 choix possible), alors la formule d’inversion et
la formule de Plancherel prennent les formes suivantes :

FAFaf = f ot fR FFP? = jR T

Montrer également que pour ce choix de A, il existe une et une seule valeur de o > 0

pour laquelle la fonction g, (t) := e~ vérifie F \Ja = Ga-

Exercice 4. Montrer que si f € L?(R), alors les fonctions f4 définies par fu(z) :=
S‘i‘A f(t)e~®tdt admettent une limite dans L?(R) quand A — o0, et que si on note F f

cette limite, alors || Ff|2 = V27 | f|2. La fonction Ff s’appelle la transformée de
Fourier-Plancherel de f.
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3.6. Analogie avec les séries de Fourier. Tout ce qui vient d’étre raconté sur
la transformation de Fourier peut étre transcrit dans le cadre des séries de Fourier,
avec des démonstrations essentiellement identiques. Détaillons un peu cela.

On considere l'espace L formé par toutes les fonctions f : R — C presque partout
définies, 2m-périodiques et intégrables sur [—m, [, muni de la norme

£l = f O

o 2w

(Il s’agit bien d’une norme car on considere des fonctions 27-périodiques : si | f|1 = 0,
alors f = 0 presque partout sur [—m, [, donc presque partout sur R par périodicité.
Au lieu de [—m, [, on peut d’ailleurs prendre n’importe quel intervalle de longueur
27.)

Les espaces Lb ., 1 < p < o0 sont définis de la méme fagon. Contrairement & ce qui
se passe dans le cas de LP(R), la famille des espaces L’277T est décroissante, et la suite des
normes | - |, est méme croissante car on travaille sur un espace de mesure totale égale
a 1 (U'intervalle [—7, 7[ muni de la mesure de Lebesgue normalisée %tr) En particulier,
toute fonction continue 2m-périodique appartient a L3 .

La convolée de deux fonctions 2m-périodiques f,g : R — C est définie (en tout
point x ou la formule a un sens) par

T dt

fxg(x)= f(w—t)g(t)g-

C’est encore une fonction 27-périodique : f * g (x) est bien défini si et seulement si
f#g(x+2m) Vest, et dans ce cas f xg(x) = f*g(z + 27).

Les suites de Dirac sont définies ainsi : une suite (ky)nen S L3 est une suite de

Dirac si elle est bornée dans L%W avec S:r kn(t) g—fr = 1, et si pour tout & vérifiant
0<d<m ona

lim |kn(t)|dt = 0.

n=%0 Js<|t|<m

EXEMPLE 3.15. Pour r € [0,1[, notons P, : R — C la fonction continue 27-
périodique définie par
0
P.(t) := Z rlFl ikt

k=—0
(La famille (P,)o<r<1 s’appelle le noyau de Poisson.) Pour toute suite (r,) tendant

vers 1, la suite (P, ) est une suite de Dirac dans L3_.

Démonstration. En intégrant terme a terme (ce qui est licite car la série définissant
P, converge normalement sur R), on voit qu’on a

m dt = T dt
P Rahdi |k| —ikt 2V 1.
() 2 Z " € 2T

—T k=—00 —Tr

(Tous les termes de la somme sont nuls, sauf pour k = 0.)
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De plus,

k=1 k=1
re~" rett
T 1—re it e 1 —reit
1—r2

|1 — reit|?

0 0
P.(t) = Z rRe=kt 11 4 Z rkeiht

apres calcul .

On en déduit que P, est une fonction positive, et donc que | Py = §*_ P, (t)g—;; =1

pour tout 7. On en déduit aussi sans difficulté que
f | P (t)] dt =L pour tout § vérifiant 0 < 6 < 7;
o<|t|<m
d’ou le résultat. OJ

Dans le cadre L%W, le role de la transformée de Fourier est maintenant joué par la
suite des coefficients de Fourier : si f € L}_, on pose

alf) = [ swe ™ L pew.

La transformation de Fourier “inverse” est maintenant définie sur £!(Z), 'espace de
toutes les suites d = (d(k))rez telles que Y5 |d(k)| < o0 : sid = (d(k))rez € €*(Z),

alors d est la fonction (continue) 27-périodique définie par

d(t) := i d(k)e™ .

k=—00

La transformation de Fourier des fonctions périodiques posséde des propriétés for-
melles analogues & la transformation de Fourier sur L'(R). En particulier :

e Si f,ge L}, alors
ck(fxg)=cr(f)ex(g) pour tout ke Z;

e si f:R — C est 2m-périodique et de classe C', alors
1

cx(f) = %ck(f’) pour tout k # 0.

Le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour les coefficients de Fourier : si f € L3,
alors

ck(f) = 0 quand |k| — .
(On peut commencer par le montrer pour une fonction de classe C!, puis procéder par
approximation.)

La formule d’inversion de Fourier s'énonce comme suit : Si f € L_ et si la

suite f;: (ck(f))kez appartient a (1(Z), i.e. >go . lex(f)| < o0, alors f = fpresque
partout ; autrement dit
a0
flt) = Z cr(f)etrt presque partout.

k=—o0
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Si [ est de plus continue, alors cette formule est vraie pour tout t € R.

On peut démontrer ce résultat exactement comme pour la transformation de Fou-
rier, en utilisant les deux faits suivants.

FaIT 1. Si fe L _ et sid = (d(k)) € (1(Z) alors df = d = f, i.e.

D1 d(k)er(f)e™ = (d= f)(t)  pour tout te R.

k=—0o0

Démonstration. C’est un calcul direct utilisant le théoréme d’interversion série-
intégrale. O

FAIT 2. Il existe une suite (d,,) d’éléments de ¢'(Z), bornée dans ¢*(Z), telle que
dn(k) — 1 pour tout k € Z quand n — o0, et telle que la suite (d,) est une suite de
Dirac dans L}_.

Démonstration. 11 suffit de prendre d,, (k) := = ck(Py,), ou (P,) est le noyau

de Poisson et r, — 1. Par définition, on a d, = P, ; d’ou le résultat par I’Exemple
3.15. 0

Une fois la formule d’inversion acquise, on peut adapter la preuve de la formule
de Plancherel pour démontrer la formule de Parseval : Si f € L_, alors la suite
(cx(f)) appartient a £*(Z) et on a

>l = [ 170k 5

k=—o0 -

Remarque. Cette maniere d’obtenir la formule de Parseval n’est pas la plus “stan-
dard”. En général, on procede plutot comme suit.
Rappelons d’abord que L2 est un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est

donné par i p
o= | sy

Pour k € Z, notons e, € L3_ la fonction définie par
ep(t) == ekt
On vérifie tres facilement que la famille (e)rez est orthonormale dans Lgﬂ, i.e.
{eg,e;y = 0si k # 1 et |leg|?> = 1 pour tout k. De plus, si f € L3 on a par définition
ex(f) ={f,exy pourtout keZ.

On en déduit que si, pour f € L3 et N € N on pose
N
Snf(t) = D el(f)e™,
k=—N

alors Sy f est le projeté orthogonal de f sur le sous espace Py de L2 engendré par
les vecteurs ey, pour k € {—N, ..., N}. (Clest clair puisque Sy f = SN (f, er)ex.)

Par les propriétés générales des espaces munis d’'un produit scalaire (autrement
dit : par le théoreme de Pythagore), cela signifie que Sy f est I’élement de Py le plus
proche de f au sens de la norme L? : on a

|Snf — fI? = dist(f, Pw).
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Maintenant, le sous-espace Py n’est rien d’autre que I’ensemble des polynémes
trigonométriques de degré < N ; et “tout le monde sait bien” que les polynémes
trigonométriques sont denses dans L%W. (C’est le point clé dans cette approche. Cela
découle par exemple du “théoreme de Weierstrass trigonométrique” : les polyndémes
trigonométriques sont dense dans Cor, ’espace des fonctions continues 2m-périodiques
muni de la norme | - || ; donc ils sont aussi denses dans Ca, pour la norme L2, qui est
plus petite que la norme L* ; d’ot le résultat car Ca, est dense dans L3 _. Evidemment,
il faut étre capable de démontrer le théoreme de Weierstrass trigonométrique... Cela se
fait classiquement via le théoréme de Fejér; mais c¢f aussi 'Exercice 3 ci-dessous.)

On en déduit immédiatement que dist(f, Py) — 0 quand N — o0 ; autrement dit :

Sxf — f ennorme L?.

En particulier, | Sy f||? — | f|?; et comme
N

IShfIP = D len()P

k=—N
par orthonormalité de la suite (ey), cela donne la formule de Parseval.

Exercice 1. Montrer que si f : R — C est 27-périodique, continue et de classe C*
par morceaux sur [—m, 7|, alors f € 1(Z), 1. e. Y00 |ex(f)] < 0.

in2
Ezercice 2. Calculer Y., Smk% pour tout A € [—m, 7], et en déduire >, #

Ezxercice 3. Pour r € [0,1] et N € N, on pose

N
P n(t) := 2 rlkleikt
k=—N
Montrer que P, n(t) — P,(t) uniformément sur R quand N — o, et que P,y — P,
dans LY pour tout p < c0. En déduire que que les polynomes trigonométriques sont
denses dans L) pour tout p < o0, et qu'ils sont également dense dans Car, I'espace des
fonctions continues 2m-périodiques muni de la norme | - | .

FEzercice 4. Montrer que 'application f +— (ci(f))kez est une isométrie bijective
de L3 sur (*(Z).



Chapitre 10

Théorie de la mesure “sérieuse”

Ce chapitre pourrait ’intituler “bouchage de trous”. En effet, il s’agit avant tout de
démontrer un certains nombres de résultats qui ont été admis en cours de route (lemme
d’unicité des mesures, existence de la mesure de Lebesgue, Lemme 3.2 du Chapitre 7,
régularité de la mesure de Lebesgue). Comme cela ne coiite pas plus cher, on va se
placer dans un cadre assez général ; ce qui explique le titre choisi...

1. Classes monotones

1.1. Le “théoréme des classes monotones”. Dans ce qui suit, {2 est un en-
semble non vide.

DEFINITION 1.1. Soit M une famille de parties de Q. On dit que M est une classe
monotone si elle vérifie les propriétés suivantes.

(o) Qe M.
(i) Stabilité par différences propres : si A, A’ e M et A< A, alors A\NA e M.
(ii) Stabilité par réunions dénombrables croissantes : si (Ap)nen est une

suite croissante d’éléments de M, alors | J_q An € M.

Remarque. Les propriétés (o) et (i) entrainent que toute classe monotone est stable
par complémentation.

Exemple 1. Toute tribu est évidemment une classe monotone.

Exemple 2. Soit B une tribu de parties de €2. Si pu; et pus sont deux mesures finies
sur (€2, B) telles que p1(2) = pa2(92), alors M = {A € B; pui(A) = pu2(A)} est une

classe monotone.

Démonstration. On a ) € M par hypothese. La stabilité par réunions dénombrables
croissantes découle de la continuité par en dessous des mesures ju1 et o ; et si A, A’ € M
avec A € A’, alors pu1(A\A) = p1(A") — p1(A) = pe(A’) — pe(A) = pa(A"\A), donc
A"\A e M. (On a besoin de savoir que les mesures sont finies pour pouvoir soustraire
1 (A) et ps(A).) O

Exemple 3. Soient 1 et )y deux espaces métriques. Pour A € Q1 x Qs et x € 4,
notons A, la coupe de A a labscisse z. Si p est une mesure borélienne finie sur (o,
alors la famille

M= {A € B(21 x Q2); la fonction x — p(A,) est borélienne sur Ql}
est une classe monotone.

Démonstration. Ici, M est une famille de parties de Q = Q1 x 5. On a 2 € M car
la fonction = — p(2;) est constante (égale & p(2)). Si (A,,) est une suite croissante
d’éléments de M et si on pose A = UZLO A, alors p(A;) = limnqocu((An)z) car

179
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A, est la réunion croissante des (Ay,), ; donc la fonction z — p(A;) est borélienne car
les fonctions x — u((An)x) le sont. Si A, A’ € M avec A = A’, alors on peut écrire
p((ANA)g) = w(AN\AL) = u(AL) — p(Az) car la mesure p est finie; donc la fonction
z — p((A"\A)z) est borélienne. O

Le résultat suivant, qu’on appelle le théoréme des classes monotones, est un
outil technique extrémement utile.

THEOREME 1.2. Soit C une famille de parties de Q2. On suppose que C est stable
par intersections finies. Si M < P(Q) est une classe monotone contenant C, alors M
contient la tribu o(C) engendrée par C.

Démonstration. Notons Mg la classe monotone engendrée par C, i.e. l'inter-
section de toutes les classes monotones contenant C, ou encore la plus petite classe
monotone contenant C. On a par définition C € My € M ; donc il suffit de montrer
que My est en fait une tribu : on aura alors o(C) S My, et donc o(C) < M.

On sait déja que M contient §2 et est stable par complémentation.

La stabilité par réunions dénombrables va se prouver en 3 étapes, dont les deux
premieres sont une nouvelle illustration du “principe du fusil a 2 coups”. On a besoin
du fait suivant.

FAIT. Si E € Q, alors Mg := {M < Q; An E € My} est une classe monotone.
Preuve du Fait. Si M, M' € Mg et M < M’, alors
(M\M)nE=(MnE)\(MnE)e M,
—_— ——
EMO EMQ

car My est une classe monotone ; donc M'\M € Mpg. De méme, si (M,,) est une suite
croissante d’éléments de Mg, alors (U(O)O Mn) NnE = Ugo(Mn N E) e My car My est
une classe monotone ; donc USO M, € Mg. O

ETAPE 1. Si B eC, alors A n B € Mg pour tout A € M.

Démonstration. Par le Fait, la famille Mp = {A < Q; An B e My} est une classe
monotone. De plus, M p contient C car C est stable par intersections finies : si A € C,
alors A n BeC < Mgp. Donc Mp contient My, ce qui est le résultat souhaité. O

ETAPE 2. M, est stable par intersections finies.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’'on a A n B € My pour tous A, B € M.
Pour cela, on fixe A € My et on considere la famille My = {B € Q; An B e My}.
Par le Fait, M 4 est une classe monotone. De plus M 4 contient C par l’Etape 1. Donc
M 4 contient M. O

ETAPE 3. My est stable par réunions dénombrables.

Démonstration. Soit (A )nen une suite quelconque d’éléments de M. Si on pose
By = Ag U+ U Ay, alors B,, € Mg d’apres U'Etape 2 car B, = (ﬂZ:O Az)c et Mg est
stable par complémentation. De plus, la suite (B,,) est croissante et | Jy Bn = Uy 4n;
donc Ugo A, € My car My est une classe monotone. O

Maintenant qu’on sait que Mg est une tribu, la preuve du théoréme des classes
monotones est achevée. ]
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1.2. Unicité des mesures. Comme premiere application du théoreme des classes
monotones, on va démontrer une version générale du “lemme d’unicité” admis au
Chapitre 2.

THEOREME 1.3. Soit (Q, B) un espace mesurable, et soit C une famille de parties
de Q. On fait les hypothéses suivantes.

(i) C est stable par intersections finies.

(ii) o(C) = B.
o0

(iii) Il existe une suite (Ex)gen d’éléments de C telle que Q = | Ej.
k=0

Si py et po sont deux mesures sur (, B) vérifiant u(C) = pa(C) < oo pour tout
C eC, alors pp = po.
Démonstration. On va distinguer deux cas.

Cas 1. Supposons que ) appartienne a la famille C.

Dans ce cas, les mesures uj et pg sont finies. Donc la famille
M= {Ae B; p(A) = p2(A)}

est une classe monotone (c’est ’Exemple 2 de la section précédente). Comme C contient
Q) et est stable par intersections finies, et comme C M par hypotheése sur u; et us,
le théoreme des classes monotones dit que M contient la tribu (C), qui est égale a B ;
donc M = B, i.e. 1 = pa.

Cas 2. Cas général.

On peut appliquer le cas précédent pour tout k£ € N aux restrictions py et po de
p1 et o a Eji, ou les Ej sont donnés par (iii).

Les mesures p ) et pop sont définies sur By := B n P(E}), et elles coincident
sur C, := C n P(Eg). De plus, la famille C; engendre la tribu By : en effet, on a
Cr = Cg, := {Er, n C; C € C} car C est stable par intersections finies; donc o(Cy) =
0(Cg,) =0(C)g, = Br, = BnP(E%) (¢f la preuve de la Proposition 4.2, Chapitre 2).
Par le Cas 1, on a donc juq = po ; autrement dit

u1(A) = p2(A)  pour tout A € B vérifiant A < Ej .

Soit maintenant A € B quelconque. Si on pose Qg := Fy et

Qp = Ek\(Eg UREENV) Ek:—l) pour k > 1,

alors Q = (Jg” Q par (iii), et les ) sont deux a deux disjoints. Donc A est la réunion
disjointe des Ay := A n Q. De plus, comme Ay S Ej, on a uj(Ax) = pu2(Ag) pour
tout k et donc

pi(A) = D p(Ar) = ) pa(Ax) = pa(A).
k=0 k=0
]

Comme conséquence immédiate du Théoreme 1.3, on obtient le “lemme d’unicité”
du Chapitre 2 (Lemme 5.1).

COROLLAIRE 1.4. Soit Q un ouvert de RN. Si uy, pa sont deuz mesures boréliennes
sur Q vérifiant py (P) = p2(P) < o pour tout pavé compact P < Q, alors p1 = pa.
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Démonstration. On applique le théoreme & la famille C constituée par tous les
pavés compacts P < . La famille C est stable par intersections finies et engendre la
tribu borélienne de 2. De plus, 'ouvert 2 est réunion dénombrable de pavés compacts,
autrement dit (iii) est vérifiée. O

1.3. Un lemme de mesurabilité. Comme deuxieme application du théoreme
des classes monotones, on va démontrer un lemme admis au Chapitre 7 (le Lemme
3.2). Rappelons que si A € RP x R?, on note A, la coupe de A & une certaine abscisse
x € RP et AY la coupe de A & une certaine ordonnée y € RY.

LEMME 1.5. Pour tout borélien A < RP x RY, les fonctions x — \y(Ay) et y —
Ap(AY) sont boréliennes, respectivement sur RP et sur RY.

Démonstration. On montre seulement que la fonction x — A\;(A;) est borélienne,
pour tout borélien A < RP x RY.

Soit (Ep,)nen une suite croissante de boréliens bornés de R telle que | )7 B, = RY.
Si A e B(RP x R?), alors A\g(Az) = limy o0 Ag(Az N Ey) ; donc il suffit de montrer que
pour tout n € N, la fonction z — \;(A; N Ey,) est borélienne.

Fixons n € N, et notons p la mesure borélienne sur R? définie par

pu(B) = Ag(B N Ey).

Il s’agit de montrer que pour tout A € B(RP xRY), la fonction x — pu(A;) est borélienne.
Autrement dit, si on pose

M = {A € B(RP x RY); la fonction = — p(A;) est borélienne} ,

il s’agit de montrer que M = B(RP x RY).
Comme E, est borné, la mesure p est finie; donc la famille M est une classe
monotone (c’est ’'Exemple 3 de la section précédente). De plus M contient la famille

C:={C1 x Co; Cr e B(RP), Cy € B(RY)}.

En effet, si C = C; x Cy € C, alors u(C;) = u(Cq) si x € Cy et pu(Cy) = 0 si
x ¢ Cq, donc la fonction x — u(C,) est borélienne par recollement. Comme la famille
C est visiblement stable par intersection finies, contient R? x R? et engendre la tribu
borélienne de R? x R? (car C contient tous les pavés), le théoreme des classes monotones
permet de conclure que M = B(RP x R?). O

2. Régularité

Dans cette section, on démontre la “régularité” de la mesure de Lebesgue; et en
fait, la régularité de toute mesure borélienne sur RV prenant des valeurs finies sur les
compacts. Cela va découler du théoreme suivant.

THEOREME 2.1. Soit Q un espace métrique, et soit u une mesure borélienne sur
Q. On suppose qu’il existe une suite d’ouverts (Q)ren tels que () < 00 pour tout
ket Upen e = Q. Alors, pour tout borélien A = Q vérifiant p(A) < oo et pour tout
e > 0, on peut trouver un fermé F < Q et un ouvert U < ) tels que F < A < U et
w(U\F) < €.

Démonstration. On dira qu'un borélien A < () est régulier pour p s’il vérifie la
conclusion du théoréme : pour tout € > 0, on peut trouver un fermé F' < Q et un
ouvert U € Q tels que F € A € U et u(U\F) < e. 1l s’agit donc de montrer que tout
borélien A < Q vérifiant u(A) < oo est régulier pour pu.
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CAs 1. On suppose que la mesure p est finie.

Dans ce cas, on veut montrer que tout borélien A < Q est régulier pour . En
notant R, la famille des boréliens réguliers pour p, il suffit de vérifier que R, est une
tribu et que tout ouvert de 2 est régulier pour u.

Il est évident que Q € R, (pour tout € > 0, on peut prendre U = Q = F), et facile
de voir (exo) que R, est stable par complémentation (si U et F conviennent pour A et
un certain €, alors F° et U¢ conviennent pour A° et le méme ). Pour montrer la stabilité
par réunions dénombrables, fixons une suite (Ay)nen S Ry et posons A = [ J77_ ) A,.
Fixons également ¢ > 0. Comme les A,, sont réguliers, on peut pour tout n € N choisir
un ouvert U, et un fermé F, tels que F,, € A, < U, et u(U,\F,) < 27" le. Posons
U=Up_oUnet H=J;_F,. Alors HS Ac U; et comme

U\H = (U Un)\(U Fn) = U(Un\Fn)7
n=0 n=0 n=0

on a
[oe] o0
p(U\H) < D p(Un\Fp) < Y 27" e =c.
n=0 n=0

De plus, U est un ouvert de Q (réunion d’ouverts); mais H n’est a priori pas un
fermé. Cependant, si on pose H, = |Jj_q Fi pour tout n € N, alors les H,, forment
une suite croissante de fermés telle que | H, = H. Donc u(H,) — u(H); et
done, comme la mesure p est finie, on peut trouver un entier N tel que u(H\Hy) =
wH) — p(Hy) < n:=¢e¢— p(U\H). Si on pose F' = Hy, alors ' € H < A et
w(U\F) = p(U\H) + p(H\F) < pn(U\H) + p(H\Hy) < €. On a donc bien montré que
A =,y Ay est régulier pour .

Montrons maintenant que tout ouvert O < € est régulier pour p. Le point clé
(propre aux espaces métriques) est que l'ouvert O est réunion dénombrable de fermés.
Par exemple, si on pose F, := {z € Q; dist(z,0¢) = 27"}, alors on vérifie que les F,
forment une suite croissante de fermés telle que U;O:O F, = O. Pour € > 0 donné, on
peut donc trouver un entier N tel que p(O\Fn) < €. Si on pose U := O et F := Fy,
onaalors FC OcUet u(U\F) <e.

CaAs 2. Cas général.

Soit A € Q un borélien vérifiant u(A) < 00, et soit € > 0. Pour tout k € N, on peut
appliquer le Cas 1 & la mesure finie py définie par pg(B) = u(B n Q). On obtient
ainsi un ouvert Ui et un fermé Fj tels que

FLcAcCU, et u((Uk\Fk) N Qn) < 2 k=1g,

Posons alors U := | J;—q(Ux N Q) et H := [J{_, Fr. Comme les Uy n O sont des
ouverts, U est un ouvert de €); et H est réunion dénombrable de fermés. De plus, on a

o ) )
H = UFkQAZ U(Aﬁﬂk)g UUkﬁQkZU;
k=0 k=0 k=0



184 10. THEORIE DE LA MESURE “SERIEUSE”

et
o¢] 0
p(U\H) = p (U Uk N Qi)\ U )
k=0 =0
0 0
7 (U Ui 0 Q) \Fk> (U (Up\Fp) N Qk)
k=0 k=0
0
< Z 27 kle =
k=0
Enfin, comme H est réunion dénombrable de fermés et comme p(H) < p(A4) < oo,

on peut trouver un fermé F' < H tel que u(H\F) < n := ¢ — u(U\H) (exo). Alors
FcAcUet p(U\F)=p(U\H) +pu(H\F) <e.
([l

COROLLAIRE 2.2. Soit Q un ouvert de RN, et soit y une mesure borélienne sur Q.
On suppose qu’on a u(K) < o pour tout compact K < Q. Alors, pour tout borélien
A < Q vérifiant u(A) < oo et pour tout € > 0, on peut trouver un compact E < € et
un ouvert U € Q) tels que E € A< U et p(U\E) < €.

Démonstration. On peut trouver une suite (2 )xen d’ouverts bornés tels que Q. <

Q pour tout k et [ Ji_o Q% = R¢. Comme les Q, sont des compacts de ©, on a () <
wu(Q) < oo pour tout k; donc le théoréme s’applique. Pour € > 0 donné, on peut donc
trouver un ouvert U de © et un fermé F de Q tels que FF € A € U et u(U\F) <
€. De plus, le fermé F' de Q est réunion dénombrable de compacts. En effet, Q lui
méme est réunion dénombrable de compacts, disons Q = | J, . Ck; donc on peut
écrire F' = U,ZOZOF N Cf, d’ou la conclusion puisque chaque F' n C) est compact
(fermé dans le compact Cj). Comme pu(F) < p(A) < oo, on peut donc trouver un
compact F € F tel que u(F\E) < n := ¢ — p(U\F) (ex0). Alors E € A < U et
W(U\E) = p(U\F) + pu(F\E) < . O

Ezxercice. Soit €} un espace métrique complet et séparable, et soit p une mesure
borélienne sur 2. On suppose que tout point x € ) possede un voisinage ouvert V,
tel que () < 00. Le but de l'exercice est de montrer que pour tout borélien A < )
vérifiant p(A) < oo et pour tout € > 0, on peut trouver un ouvert U et un compact E
telsque E € A< U et u(U\E) <e.

(i) Soit F' un fermé de 2. Montrer que pour tout n > 0 donné, on peut écrire
F' comme réunion dénombrable de fermés H,, de diametre inférieur & n. En
déduire que si p(F) < oo alors, pour tout 7 > 0 et pour tout a > 0, on peut
trouver un ensemble fermé H < F' tel que H est réunion finie d’ensembles de
diametre inférieur a n et u(F\H) < a.

(ii) Montrer que pour tout fermé F < Q vérifiant u(F) < oo et pour tout € > 0,
on peut trouver un compact E tel que E € F et u(F\E) < €. (Observer
d’abord qu’un ensemble £ € ) est compact si et seulement si il est fermé et
précompact.)

(iii) Démontrer le résultat souhaité.
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3. Construction de mesures

3.1. Un théoréeme de prolongement. On va montrer ici que sous des hy-
potheses raisonnables, une fonction d’ensembles définie sur un certaine famille d’en-
sembles C peut se prolonger en une mesure définie sur la tribu ¢(C) engendrée par C.
Il faut malheureusement introduire une définition.

DEFINITION 3.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit C une famille de parties de
Q. On dit que la famille C est un semi-anneau si elle vérifie les propriétés suivantes :

o C contient (J et est stable par intersections finies ;

e 51 C,C" € C, alors C'\C' est réunion finie d’éléments de C deux & deuz dis-
joints.

EXEMPLE 3.2. Prenons = RY. Alors la famille de tous les pavés de RY est un
semi-anneau.

Démonstration. 11 est évident que l'intersection de deux pavés est un pavé : si
P:Il><~--XINetQ=J1 ><--~XJN, a]OYSPﬁQI(IlﬂJ1> X oo X (INF\JN).

Pour montrer que la différence de deux pavés est réunion finie de pavés disjoints,
on procede par récurrence sur la dimension N. Plus précisément, on va montrer que si
P et P’ sont des pavés de R, alors P'\ P est réunion d’au plus 2N pavés disjoints.

Pour N = 1, le résultat est clair : si I, I’ sont des intervalles bornés, alors I'\I est
effectivement réunion d’au plus 2 intervalles bornés disjoints (faire un dessin).

Supposons avoir établi le résultat pour un certain entier N > 1. Soient P et P’
deux pavés de RVHL. Ecrivons P=Q x I et P = Q' x I', ou Q, Q' sont des pavés de
RN et I,I' des intervalles bornés. Alors

P\P = ((Q"\Q) xI) | |((Q n@) x (I\])).

Comme @Q"\Q est réunion d’au plus 2N pavés disjoints par hypothese de récurrence
et comme I'\I est réunion d’au plus 2 intervalles bornés disjoints, on en déduit aussitot
que P\ P est réunion d’au plus 2N + 2 = 2(N + 1) pavés disjoints. O

THEOREME 3.3. Soit Q un ensemble non vide, et soit C un semi-anneau de parties
de Q. Soit également o : C — [0, 0] une fonction d’ensembles définie sur C. On fait
les hypotheéses suivantes.

(i) a() =0, et a est finiment additive sur C : si Cy,...,Cy € C sont deux
a deux disjoints et si Cy U --- U Cy, appartient a C, alors a(Cou ---u Cp) =
a(Cy) + -+ a(Cy).

(ii) Si C € C et si (Ck)ren est une suite d’éléments de C telle que C < UZLO Ck,
alors

e}
a(C) < 2 a(Cy) .
k=

0
Alors il existe une mesure p sur (Q2,0(C)) telle que u(C) = a(C) pour tout C € C.
Cette mesure p est donnée par la formule

u(A) = inf Y a(Ch),
k=0

ot la borne inférieure est prise sur toutes les suites (Cy) d’éléments de C telle que
A < UiLy Ck (avec la convention inf & = ).



186 10. THEORIE DE LA MESURE “SERIEUSE”

Démonstration. Soit u* : P(Q2) — [0, 0] la fonction d’ensemble définie par

w*(A mf{i (Cp)cCet AC UC’k}

k=0

Il est important de noter que ™ est définie pour toutes les parties de Q. 11 s’agit de
montrer que la restriction de p* ala tribu o(C) est une mesure, et qu'on a u*(C) = a(C)
pour tout C' € C. Cela va se faire en plusieurs étapes, dont aucune n’est réellement
difficile ; mais au total, la preuve est quand méme assez longue.

FArT 1. On a p*(C) = a(C) pour tout C € C.

Preuve du Fait 1. Soit C' € C quelconque. On a C' = Ul?:o Cy, avec Cy := C et
Cy == & € C pour k > 1. Comme o) = 0, on en déduit p*(C) < D7, a(Cy) =
a(Cp) = a(C). (Ceci ne nécessite pas d’hypothese sur la famille C.) Réciproquement,
Ihypothese (ii) dit précisément que p*(C) = a(C). O

FA1T 2. La fonction d’ensembles p* possede les propriétés suivantes.

e Non trivialité : u(&) = 0.
e Croissance : p*(A) < p*(A')si Ac A'.

e Sous-additivité dénombrable : pour toute suite (4;);eny de parties de €2, on a

* (U Ai> < uHA

€N €N
Prewve du Fait 2. 1l est évident par définition que p* est croissante ; et on a u(J) =
0 par le Fait 1 puisque & € C.
Soit (A;)en une suite de parties de €2, et soit

A—UA

Si p*(A;) = oo pour un certain 7, alors 'inégalité & démontrer est évidente ; donc
on suppose qu’on a pu*(A;) < oo pour tout i € N.

Soit ¢ > 0. Par définition de p*, on peut, pour tout ¢ € N, trouver une suite
(Ck,i)ken d’éléments de C telle que

o o0
A; C U Ck,i Z C]“ < (Al) + 927,

Comme N x N est dénombrable, on peut énumérer (sans répétition) les termes de
la suite double (Cy ;) en une suite (Cy,)men. On a ainsi A < (J7_ Ciy, et

N
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Par définition de p*, on en déduit
e}
p*(A) < Z w*(A4;) + 2¢ pour tout € > 0;
i=0

et donc p*(A) < D377 p*(4). O

Remarque. De facon générale, une fonction d’ensemble p* : P(2) — [0, 00] non tri-
viale, croissante et dénombrablement sous-additive s’appelle une mesure extérieure
sur €.

Introduisons maintenant une définition cruciale.

DEFINITION 3.4. On dira qu’un ensemble A € Q est u*-mesurable au sens de
Caratheodory si on a

p*(E) = p*(En A) + p*(E\A) pour tout E < Q.
Et on notera M(u*) la famille de tous les ensembles p*-mesurables.
Cette définition est difficilement compréhensible, et en tous cas semble assez arti-

ficielle ; mais c’est pourtant la notion de p*-mesurabilité qui est la clé de la preuve du
théoreme.

Remarque. Par le Fait 2, on a pu*(E) = p*(EnA) | J(E\A)) < p*(EnA)+p*(E\A)
pour tout A, E' < €. Donc un ensemble A < Q) est p*-mesurable si et seulement si

w*(E) = p*(En A) + p*(E\A) pour tout F < Q.
FarT 3. Tous les éléments de C sont p*-mesurables.

Preuve du Fait 3. Soit C € C, et soit £ <  quelconque. Il s’agit de montrer que
w*(E) = p*(En C) 4+ p*(E\C); et comme ceci est évident si p*(E) = 00, on suppose
qu'on a p*(E) < .

Soit ¢ > 0. Par définition de p*, on peut trouver une suite (Cj) d’éléments de C
telle que

e¢] a0
(3.1) Ec|] Gk et ) a(Cr) <u*(E)+e.
k=0 k=0
Fixons k € N. Comme C est un semi-anneau, on peut trouver C°, ..., C™ e C deux

a deux disjoints tels que C;\C = CO ... U O™, On a alors
Co =(CnC)uCL--- O™

et donc, comme « est finiment additive sur C :

a(CL) = a(CynC)+ i a(Cy N CY
=0

ny,

p*(Crn C) + Z p*(C, A C")  par le Fait 1
i=0

> p*(CpnC)+ p*(Cx\C) par le Fait 2,
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puisque C;\C = [JI*, C". Ceci étant vrai pour tout k € N, on en déduit

6] oe} o0
a(Ch) = Y i (CenC)+ ) p*(CR\C)
k=0 k=0 k=0
> pu"(EnC)+ p*(E\C) parle Fait 2,

car En C S | Jp_o(Cr n C) et E\C < |Up—o(CK\O).
En revenant a (3.1), on obtient finalement

P (EnC)+ p*(E\C) < p*(E)+¢e pour tout € >0,
et donc p*(E) = p*(En C) + p*(E\C). O

Le point clé est maintenant le lemme suivant.

LEMME 3.5. La famille M(u*) est une tribu, et la restriction de pu* a M(u*) est
une mesure.

Preuve du Lemme 3.5. On a besoin... de plusieurs étapes.
ETAPE 0. On a @ € M(u*) et p*(F) = 0.

Démonstration. On a déja vu que p*(J) = 0. Le fait que ¢ appartienne & M (u*)
découle formellement du Fait 3 puisque J € C, mais peut aussi se voir directement :
pour tout £ < Q, on a pu*(E) = p*(F) + 0 = p*(E\Q) + p*(F n Q). O

ETAPE 1. M(u*) est stable par passage au complémentaire.
Démonstration. C’est évident par définition. O

ETAPE 2. Si A, B e M(u*), alors A U B € M(u*) et An B e M(u*). De plus, si
An B =, alors p*(E n (AU B)) = p*(E n A) + p*(E n B) pour tout E < Q.

Démonstration. (a) Pour tout E < €2, on a d’une part
p*(En(AUB)) = u*((E A(AUB)) A A) + u*((E A (AU B))\A)
— WH(E )+t ((B\A) 0 B)
et d’autre part
W (E\(A U B)) = u* ((E\A)\B)
Donc
WH(En(AUB) +p* (E\AUB) = p*(EnA) +p* ((E\A) A B) + 1 ((B\A)\B)
= pH(E nA) + gt (B\A)
= ui(E).
Par conséquent, A U B € M(u*) pour tous A, B € M(p*); et comme M(p*) est
stable par passage au complémentaire, on en déduit que An B = (AC U BC)C e M(u*).
(b) Si de plus An B = J, on a pour tout £ € Q :

p*(En(AUB)) = u*((Em(AuB))mA)+u*<(Em(AuB))\A)
= u"(EnA)+u"(EnB).
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ETAPE 3. Si (Ag)ken est une suite d’ensemble p*-mesurables deux ¢ deux disjoints,
alors | ;o Ax € M(p*) et

* (U Ak) = > (4.
k=0 k=0

Démonstration. On posera A := UZO:O Ap. Par I’Etape 2, on sait que Agu---UA, €
M (p*) pour tout n € N et qu’on a

p(En(dgu- - UAy,)) = Z p*(E n Ag) pour tout E < Q.
k=0

On en déduit :
p*(E) = p*(En(Agu--Udy))+p*(E\(Agu--- U 4y))

pH(E 0 Ag) + p* (E\(Ag v -+ U Ay))

Il
?rM:

Sl

0

> Z p*(En Ag) + p*(E\A) car u* est croissante .
k=0

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient

[ee}
(3.2) pr(E) = Z p*(E n Ag) + p*(E\A) pour tout E < €.
k=0
Par le Fait 2 et comme | J,(E n A;) = E n A, cela entraine en particulier
p*(E) = p*(EnA) + p*(E\A);
donc A = ;_o Ak € M(p*). Enfin, en prenant E := A dans (3.2), on obtient

Z (Ax) + (),

et donc p*(A) = > 7L, u*(Ax), & nouveau par le Fait 2. O
ETAPE 4. M(u*) est stable par réunion dénombrable.

Démonstration. Soit (By)nen une suite quelconque d’ensemble p*-mesurables. Si
on pose Ag := By et

A = Bk\(BOU"'UBk—l) = Bi N (Bouu.uBk,l)c pour k > 1

alors les Ap sont p*-mesurables par les Etapes let2, etona UZO:O A = UZO:O By..
Comme les Ay sont deux & deux disjoints, on en déduit que UZO:O B € M(p*) par
I'Etape 3. g

La preuve du Lemme 3.5 est maintenant terminée : par les Etapes 0, 1 et 4, M(u*)
est une tribu; et par 'Etape 3, la restriction de p* & M(u*) est une mesure. O

Remarque. Dans la preuve du lemme, on n’a utilisé a aucun moment la définition
de p* : la seule chose qui importe est que p™ soit une mesure extérieure, i.e. vérifie les
propriétés listées dans le Fait 2.
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La preuve du Théoreme 3.3 est maintenant achevée : par le Fait 3, la tribu M (u*)
contient C, donc o(C); par le Lemme 3.5, on en déduit que la restriction p de p* a
o(C) est une mesure; et par le Fait 1, on a u(C) = a(C) pour tout C € C. O

3.2. La mesure de Lebesgue. Le Théoreme 3.3 va permettre de démontrer tres
facilement l’existence de la mesure de Lebesgue sur RV, N > 1. C’est heureux, car il
et été dommage de se fatiguer pour rien.

Prenons pour C le semi-anneau constitué par tous les pavés de RV, et soit o : C —
R* la fonction d’ensembles définie par

a(P) :=|P| pour tout pavé P < RV .

Pour montrer qu’il existe une mesure y sur RY vérifiant u(P) = |P| = a(P) pour
tout pavé P < R, il suffit de vérifier les deux propriétés suivantes.

(i) Si Py, ..., P, sont des pavés deux a deux disjoints et si Py u --- U P, est un
pavé, alors [Py u -+ U P,| = |Po| + -+ + | Py

(ii) Si P est un pavé et si (Py)ken est une suite de pavés telle que P < UZO:O P,
alors

0
[Pl < ) 1Pl
k=0

On aura pour cela besoin du lemme suivant, que ’on peut démontrer en utilisant
ironiquement... I'intégrale des fonctions en escalier. (On pourrait aussi s’en passer.)

LEMME 3.6. Soient Iy,..., Iy, Jo,...,Jn des intervalles bornés de R, et soient
QOy -5 Qm, Boy -+, Pn €R. Sion a

m

n
Dol <) Brly,,
1=0 k=0

alors

m n
Z (87 ‘Il’ < Z 5k ’Jk’ .
=0 k=0

(Par conséquent, si Y oq 1y, = Y B 1y, alors Y3 oq | L] = > Br | Jk].)

Prewve du lemme 3.6. Choisissons un intervalle [a, b] contenant tous les Ij et tous
les J;. Alors ¢ := > " oq 1y, et ¢ := Y B 1y, sont des fonctions en escaliers sur
[a,b], et ¢ < 1. Donc SZ (t)dt < SZ Y(t) dt, ce qui est la conclusion souhaitée. O

Ezercice. Soit €2 un ensemble non vide, et soit C un semi-anneau de parties de
2. On se donne une fonction d’ensembles finiment additive sur C, notée C' — |C], et
on suppose que |C| < o« pour tout C' € C. Enfin, on note £(2,C) lespace vectoriel
engendré par les fonction 1¢, C' € C. Montrer que la somme > " | o;|C;| ne dépend
pas de 'écriture d’une fonction ¢ € £(2,C) sous la forme ¢ = 3" | a;1l¢, avec a; € R
et C; € C. (On pourra commencer par montrer que toute fonction ¢ € £(2,C) peut
s’écrire sous la forme ¢ = ch\le ¢rlq, avec ¢y € R et des 2, € C deux a deux disjoints. )
En déduire une forme “abstraite” du Lemme 3.6.
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Preuve de (i). Soient Py, ..., P, des pavés de RY deux & deux disjoints tels que
P:=PFyu---u P, soit un pavé. On a par hypotheése
n
1p = Z 1p, .
k=0
Si N =1, le Lemme 3.6 donne immédiatement
n
[Pl =) [Pyl
k=0

Si N = 2, écrivons P = Iy x Iy et P, = I},1 x I 2 pour k =0,...n. Alors

n
1y, (t1)1[2 (tg) = Z 1Ik,1(t1)11k,2 (tg) pour tous t1,t3 € R.
k=0

En appliquant le Lemme 3.6 avec m := 0, ag := 11, (1) et n:=n, By =15, (1),
on obtient
n
1 (tl) |I2‘ = Z 1Ik,1 (t1)|Ik72| pour tout t; € R;
k=0
d’ot1 en appliquant a nouveau le Lemme 3.6 :

n
1L |L] = Tkl | Teal,
k=0

ce qui est le résultat souhaité.
Pour un entier N > 1 quelconque, la preuve est identique en appliquant N fois le
Lemme 3.6. O

Preuve de (ii). Soit P un pavé de R, et soit (Pj)ren une suite de pavés telle que
P < U¢Lo P On va distinguer 2 cas.

CAs 1. P est compact et les Py sont ouverts.

Dans ce cas, le pavé compact P est recouvert par un nombre fini des pavés ouverts
P, : on peut trouver un entier n tel que P € Py u ---u P,. On a alors

n
lp <1pu..up, < 2 1p, ;
k=0

et en raisonnant exactement comme dans la preuve de (i), on en déduit

n a0

P < 1Pl < D) [Pl

k=0 k=0

CAs 2. Cas général.

Soit € > 0 quelconque. On peut trouver un pavé compact Q) tel que Q < P et
|Q| = |P| —¢; et pour tout k € N, on peut trouver un pavé ouvert Qy, tel que P, < Q,
et |Qr| < |Py| +27%e. Alors Q < 7L, Q@ ; donc d’apres le Cas 1 :

Q< Y 1aul.
k=0
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On obtient ainsi
ee} 0
1Pl —e< Y. (1P +27"2) = > |Pe| + 2¢
k=0 k=0

pour tout £ > 0, et donc |P| < Y07 |Pyl- O

3.3. Ensembles mesurables au sens de Lebesgue. Cette section est consacrée
a un point “technique” qu’on a souvent tendance a passer sous silence. Il s’agit de dire
qui sont, finalement, les parties de RV que ’on peut “mesurer”.

Notons A\* la mesure extérieure de Lebesgue sur RY : par définition, \* :
P(RY) — [0, 00] est la fonction d’ensembles définie par

A*(A) = inf {Z |Pel; (Ps) s Pet Ac | Pk} :

k=0 k=0
ou P est la famille de tous les pavés de RY.

On dira qu’'un ensemble A € R est mesurable au sens de Lebesgue s’il est
A*-mesurable au sens de Caratheodory (Définition 3.4) ; autrement dit si on a

MN(E) = X\*(En A) + \*(E\A) pour tout £ < RV .

Par le Lemme 3.5, on sait que la famille des ensembles mesurables au sens de
Lebesgue est une tribu contenant tous les boréliens, et qu'on a A*(B) = Ay(B) pour
tout borélien B < R.

La proposition qui va suivre donne une description nettement plus intuitive des
ensembles mesurables au sens de Lebesgue : un ensemble est mesurable si et seulement
si il est “borélien a un ensemble négligeable pres”. Démontrons d’abord un lemme
important.

LEMME 3.7. Un ensemble Z < R est Ay-négligeable si et seulement si \*(Z) = 0.

Démonstration. Si Z est Ay-négligeable, on peut trouver un borélien B tel que
Z < B et An(B) = 0. Comme B est borélien, on sait que Ay(B) = \*(B); donc
A*(B) =0, et donc A*(Z) = 0 par croissance de \*.

Inversement, supposons que A\*(Z) = 0. Par définition de A*, on peut, pour tout
m € N, trouver une suite de pavés (P, )ren telle que

0 ¢] 00]

Zc U Pegn et > |Pom| <27
k=0 k=0

Si on pose B,, := UZOZO I et B = ?72:0 B,,, alors les B,, sont boréliens, donc

B également, et Z < B. De plus, on a par sous-additivité dénombrable de la mesure

de Lebesgue Ay :
o0
AN(Bp) < Z [ Ikm| <27 pour tout m € N;

k=

0
et donc Ay(B) = 0 car Ay(B) < An(By,) pour tout m. Donc Z est \j-négligeable
puisque Z < B. ]

COROLLAIRE 3.8. Tout ensemble Ay -négligeable est mesurable au sens de Lebesgue.
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Démonstration. Si Z est Ay-négligeable, alors A*(Z) = 0. Donc on a pour tout
EcR:
N(EnZ)+ X (E\Z)=\X(E\Z) < \*(E);
et donc Z est A\*-mesurable. 0
Voici maintenant la description annoncée des ensembles mesurables. (Dans la condi-
tion (4) ci-dessous, A désigne la différence symétrique : AAA = (A\A) U (A\A).)
PROPOSITION 3.9. Pour A < RV, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est mesurable au sens de Lebesgue ;
(2) on peut trouwver deux boréliens B et B’ tels que B’ < A< B et A\AN(B\B') =0;
(3) on peut trouver un borélien B tel que A = B et B\A est Ay-négligeable ;
(4) on peut trouver un borélien A tel que AAA est AN -négligeable.

Démonstration. Les implications (2) == (3) == (4) sont évidentes. On va
montrer que (4) entraine (2) (de sorte que (2), (3), (4) sont équivalentes), puis que (1)
entraine (3) et que (2) entraine (1).

(4) — (2). Supposons (4) vérifiée avec un certain borélien A. On peut donc
trouver un borélien F tel que

AANA = (A\A) U (AA) S E et Av(E)=0.
Sion pose B:= AUE et B' := ﬁ\E, alors B et B’ sont boréliens et B’ < A< B
(vérifier). De plus, B\B’ € E et donc Ay (B’\B) = 0. Par conséquent, (2) est vérifiée.

(1) = (3). Supposons que A soit mesurable au sens de Lebesgue. On cherche un
borélien B tel que A € B et A*(B\A) = 0. On va distinguer deux cas

CAs 1. On suppose que A\*(A) < o0.

Par définition de A*, on peut, pour tout m € N, trouver une suite de pavés (P ) ke
telle que

0

e}
Ac U Pem et D [Poml <A (A)+27™,
k=0 k=0
Posons alors

o0 o0
By = | Ixm et Bi= () Bm-
k=0 m=0

Par définition, les B,, et B sont boréliens et A € B. De plus, comme A est \*-
mesurable et A*(A) < o0, on a pour tout m e N :

N (Bp\A) = AN (Bp) — A*(A)

o0
< 2 N (Lgm) — A*(A)  par sous-additivité dénombrable
k=0

e 6}
- Z [Tk m| — A*(A) < 27™.
k=0

Donc A\*(B\A) = 0 puisque B\A < B,,\A pour tout m; et donc B\A est Ay-
négligeable d’apres le Lemme 3.7.

Cas 2. Cas général.
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Soit (II") une suite de pavés telle que | J, [I" = RY, et posons A" := A n II"™.
Les A™ sont mesurables au sens de Lebesgue car A 'est et les II" sont boréliens (donc
mesurables), et A = | J,, A™. De plus, \*(4") < X*(J") = |J"| < 0. Par le Cas 1,
on peut donc trouver, pour tout n € N, un borélien B™ tel que A™ < B™ et B™\ A"
est Ay-négligeable. Alors A < B := [, B", I'ensemble B est borélien, et B\A est
An-négligeable car B\A < | J,,(B™\A").

(2) = (1). Supposons (4) vérifiée avec des boréliens B et B'. Alors A = B’ U
(A\B') ; donc A est mesurable au sens de Lebesgue car B’ est borélien (donc mesurable)
et A\B’ € B\B' est Ay-négligeable (donc mesurable par le Lemme 3.7). O

Exercice. Soit A € RN un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Montrer qu’on
peut trouver deux ensembles G et K tels que G est Gs (intersection dénombrable
d’ouverts), K est K, (réunion dénombrable de compacts), K € A < G et AN(G\H) =
0. (En particulier A est a la fois “Gs modulo un ensemble négligeable” et “K, modulo
un ensemble négligeable”.)

4. Mesures produits et théoréeme de Fubini “général”

4.1. Tribus produits. Soient (Q1,81),...,(Q2x,By) des espaces mesurables, et
soit 2 := Q1 x --- x Qu. On appellera pavé mesurable tout ensemble A < () de la
forme

A=Ay x---x Ay, avecAjeBjpourj=1,...,N.

La tribu produit sur 2 = ()3 x -+ x Qu est la tribu de parties de €2 engendrée

par les pavés mesurables. Cette tribu se note B1 ® - - ® By

EXEMPLE 4.1. Si Q4,...,QxN sont des espaces métriques séparables, alors la tribu
B(2)®---®B(Qy) est la tribu borélienne de Q) x - -+ x Qn. En particulier, la tribu
BR)®---®B(R) est la tribu borélienne de RY ; et si p, ¢ € N*, alors B(RP) ® B(RY) =
B(RPtY).

Démonstration. On a déja vu que si Aq,..., Ay sont des boréliens de Qq,...,Qpy,
alors Ay x - - x An est borélien dans €21 x - - - x Qp ; autrement dit : tout “pavé borélien”
est borélien dans 2y x --- x Qp, et donc B(21) ® --- @ B(Qy) < B(21 x -+ x Qp)
par définition de la tribu produit. Inversement, 5(21) ® - - - ® B(£2x) contient tous les
produits d’ouverts, c’est a dire tous les ensembles de la forme O = O1 x --- x Oy avec
O; ouvert dans €; pour j = 1,...; N. Comme les {); sont supposés séparables, on
sait que ces produits d’ouverts engendrent la tribu borélienne de Q1 x -+ x Qn (c’est

I’Exercice 4.9 du Chapitre 2) ; donc B(21)®- - -Q@B(Qx) contient B(Q; x---xQn). O

Chaque fois qu’on aura affaire a4 des espaces mesurables (Q181), ... ,(Qn, By), on
considérera que €27 X -+ x Qu est “par défaut” muni de la tribu produit. L’exercice
suivant est important.

EXERCICE 4.2. Soit (€2, B) un espace mesurable, et soit f : Q@ — Q1 x .-+ x Q.
On écrit f(x) = (fi(z),..., fn(x)). Montrer que f est mesurable si et seulement si ses
composantes f1,..., fy le sont.

4.2. Mesure produit. Dans cette section, (21, B1) et (Q2, By) sont deux espaces
mesurables. Comme on n’a que deux espaces, on parlera de rectangles mesurables
plutot que de pavés mesurables.

On rappelle qu’une mesure p sur un espace mesurable (€, B) est dite o-finie s’il
existe une suite (E,,) d’ensembles mesurables telle que Q = | Jg° Ey, et u(E,) < o0 pour
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tout n € N. On peut alors toujours supposer que la suite (E,) est croissante, quitte a
remplacer E,, par Eg U --- U E,.

THEOREME 4.3. Si pq et pg sont deuzr mesures o-finies sur (Qq,B81) et (Q2,B2)
respectivement, alors il existe une unique mesure p sur (21 x Qo, By ® Ba) telle que

p(Ar x Ag) = p1(Ar) p2(Az)

pour tout rectangle mesurable Ay x Ay € Q1 X Qo. La mesure u s’appelle la mesure
produit des mesures j1 et po, et se note uy ® pa.

Exemple. Si p,q e N*, alors Ay = Ap @ Aq.

Preuve du théoréme. On notera R la famille de tous les rectangles mesurables R =
A1 x Ay € Q1 x Q9o et pour tout R = A1 x Ay € R, on posera

[R| = A1 x Asg| := p1 (A1) p2(A2).
(1) L’unicité de la mesure produit découle du Théoreme 1.3 appliqué a la famille
C:={CeR; |C| <w}.

La famille C est stable par intersections finies car R 'est et |C n R| < |R|si C € C
et R € R (cela montre en fait que C n R € C dés que C € C et R € R). Comme les
mesures 11 et f1p sont o-finies, on peut trouver deux suites croissantes (Ey, 1)nen < Bi
et (En2)nen S Ba telles que Q; = U;O:o E,; pour i = 1,2 et p;(E,;) < oo. Alors
E, = FE,1 xE,2€Cpourtout n e Net O xQy = Uo FE,. Enfin, C engendre la tribu
B1 ® By car U(C) contient tous les rectangles mesurables : si R € R, alors R = | g Ch,
ou Cp, := Rn E, € C. Donc le Théoréme 1.3 s’applique bel et bien.

(2) Pour l'ezistence de la mesure produit, on utilise le Théoreéme 3.3, en prenant
cette fois pour C la famille R de tous les rectangles mesurables et pour « la fonction
d’ensembles évidente : a(R) := |R| pour tout R € R.

Il n’est pas difficile de voir que la famille C est un semi-anneau. (Plus précisément,
on montre que si C,C’ € C, alors C'\C est réunion de 2 éléments de C disjoints : cf
la preuve de 'Exemple 3.2.) Il s’agit de vérifier les propriétés (i) et (ii) requises pour
appliquer le théoreme.

(i) Soient Ry,...,R, € R deux a deux disjoints tels que R := Ry u --- U R,
appartienne encore a K. Ecrivons R = A; x A et Ry = A1 x Agg pour k=0,...,n.
Comme les Ry, sont deux & deux disjoints, on a 1z = Y_; 1p, ; autrement dit

14,(2)1a,(y 211,4]Cl 1Ak2(y) pour tout (z,y) € Q1 x Q.
En fixant x € {1 et en intégrant en y € 29 par rapport a us, on en déduit
14, () pa(Ag) = Z lAk (@) p2(Ag2) pour tout z € Qy;

d’ol en intégrant par rapport a u :

n

p2(Az)pn (A1) = Z (Ag2)p1(Ak1)

autrement dit |R| = Y7 |Ri|.
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(ii) Soit R € R, et soit (Rj) une suite de rectangles mesurables telle que R <
Ug” Rr- On a cette fois 15 < >3j 1g, ; autrement dit, en écrivant R = A; x A et
Rk :Ak,l X Akg :

14,(2)1a,(y Z]‘Akl 1Ak2(y) pour tout (z,y) € Q1 x Q.

En intégrant en y par rapport a o et en wutilisant le théoréme de convergence
monotone (sous la forme “interversion série-intégrale”), on en déduit

1a,(2) p2(A2) < J (Z ]‘Akl 1Ak2( )) dpz2(y)

Z 1a,, (%) p2(Agz2) pour tout x € Q1 ;

et donc, en intégrant Inaintenant par rapport a iy

p2(A2)p1 (A1) < Z p2(Ap2)p1(Ak)
5=0

autrement dit |R| < Y0 | Rl O

Remarque. On montrerait de la méme facon I'existence et 'unicité de la mesure
produit de N mesures o-finies u1,..., uyN, notée 1 ® -+ @ uy.

Ezercice. Montrer que si (1, B81), (2,B82), (23,B83) sont 3 espaces mesurables,
alors (B1 ® B2) @ B3 = B1 ® B2 ® Bz = B1 ® (B2 ® B3) ; et que si p1, pa2, ps sont 3
mesures o-finies, alors (pu; ® p2) ® us = w1 ® p2 @ ps = p1 @ (1o ® usg).

4.3. Coupes et théoreme de Fubini. Dans cette section, on se donne deux
espaces mesurés o-finis (1, B1, pu1) et (Qa, Ba, p2).

Maintenant qu’on est assuré de l'existence et de l'unicité de la mesure produit
11 ® o, on peut essentiellement recopier ce qui a été fait au Chapitre 7 pour obtenir
un théoreme de Fubini complétement général.

On rappelle que pour tout ensemble A < 1 x 5 on note A, et AY les coupes de
de A respctivement & l’abscisse x € €)1 et & 'ordonnée y € Qs :

Ay i={y € Qo; (z,y) € A} pour z € Qy,
AY = {x e Qy; (z,y) € A} pour ye Q.

LEMME 4.4. Si A € Q1 x Q9 appartient a la tribu produit B1 ® Bs, alors A, € Bs
pour tout x € Q1 et AY € By pour tout y € Q.

Démonstration. Pour x € 0 fixé, application @, : Q9 — 7 x Q9 définie par
@, (y) := (x,y) est mesurable car ses composantes le sont (c’est I’Exercice 4.2). Donc
A, = ®;1(A) est mesurable, i.e. appartient & By. On montre de méme que AY € By
pour tout y € Q. O

LEMME 4.5. Pour tout A € B1 ® Ba, les fonctions x — pa(Ay) et y — i (AY) sont
mesurables, respectivement sur 21 et sur o.

Démonstration. La preuve est une adaptation facile de celle du Lemme 1.5 : il suffit
de remplacer partout “borélien(ne)” par “mesurable” et B(RP x R?) par B; ® Bs. Les
détails sont laissés en exercice. ]
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Dans le cadre “abstrait”, le principe de Cavalieri s’énonce comme suit. La preuve
est identique a celle donnée au Chapitre 7 dans le cas RP x RY.

PROPOSITION 4.6. Pour tout ensemble mesurable A < 1 x s, on a

(11 ® p12)(A) = L ia(Ag) dpn(z) = L 11 (AY) dpis(y).

Comme dans le cas de RV, on en déduit que “Iintégrale, c’est le volume sous le
graphe”.

COROLLAIRE 4.7. Soit (Q, B, u) est un espace mesuré sigma-fini. Pour toute fonc-
tion mesurable f : Q@ — [0,0], on a

| £dn = wer(sarro).

Démonstration. Par Cavalieri, on a

(1 ®A)(SG(. D) = | A(SC(. Q. )du(o) = | 1(a)duta
0

Remarque. Si on ne suppose pas que les mesures p; et uo sont o-finies, alors les
deux intégrales itérées apparaissant dans le principe de Cavalieri peuvent tres bien avoir
un sens avec cependant SQ1 p2(Az) duq(x) # SQ2 p1(AY) duso(y). Prenons par exemple
Q1 =R = Qg avec By := B(R) = By et les mesures p; := A1 (la mesure de Lebesgue)
et p2 := pe (la mesure de comptage, qu’on restreint a B(R)). Soit

A:={(z,y) ERxR; z =y}

la “diagonale” de R x R. Comme A est fermée dans R x R, c¢’est un ensemble borélien.
Pour tous z,y € R, on a A, = {x} et AY = {y}. Donc p2(A;) = p.({z}) = 1 pour tout
xeRet p1(AY) = M ({y}) = 0 pour tout y € R. Ainsi,

JR w2 (Ag) dupy (x) = fR 1d\ = et JR pi(AY) dus(y) = JROduC =0.

Voici pour finir le théoréme de Fubini, dont la preuve est a nouveau identique
a celle donnée au Chapitre 7 dans le cas RP x RY.

THEOREME 4.8. Soit f une fonction mesurable sur Q1 x Qs, positive ou a valeurs
complexes.

(1) Si f est positive, alors
J fd(p @ pu2) = f ( f(z,y) dua(y ) dp (z
Q1 xQo (951

LZ( f(z,y) dua(z

(2) Si f est intégrable par rapport a py ® pe, alors on a le droit d’écrire
J fd(p @ p2) f ( f(z,y) dus(y > dp (z
Ql XQZ Q1

LQ< f(z,y)dp(z

dpa(y
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Démonstration. 1l suffit de traiter le cas ou f = 0. Pour cela, en notant A la mesure
de Lebesgue sur R, on part de l'identité

L F (i ® i2) = (11 ® 2 ® V) (SC(f, 1 x 2))

- [ e @N(560.2 x ). din(a),
951

et on conclut comme au Chapitre 7. U

Remarque. Enoncé sous cette forme, le théoreme de Fubini contient a la fois le
9
théoreme de Fubini “classique” dans RP x RY et les théoremes d’interversion série-
intégrale (& condition de supposer qu’on a affaire & un espace mesuré o-fini).

Ezercice 1. Soit (2, B, 1) un espace mesuré o-fini. Montrer que pour toute fonction
mesurable f: Q) — R" et pour toute fonction ¢ : Rt — R* continue sur R*, de classe
C! sur )0, o[ et vérifiant ¢(0) = 0, on a

f o(f(z)) dp(z) = foo () u({f >t})dt.
Q 0

Ezercice 2. Montrer que '’hypothese de o-finitude est en fait inutile dans ’exercice
précédent. (Considérer d’abord le cas d'une fonction f étagée.)

FEzercice 3. Enoncer et démontrer une version générale de la forme intégrale de
I’inégalité de Minkowski
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